Tema 7. Contrastes no paramétricos

(1)
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Introduccion

m Bienvenida
m Objetivos pedagdgicos:
m Elaborar contrastes de aleatoriedad: de rachas de Wald
Wolfowitz y del cuadrado medio de diferencias sucesivas.

= Manejar los contrastes de localizacion: de signos, de signos
para una muestra apareada y de Wilcoxon.
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Introduccion

® Comunicacion:
m Offline: Foro del grupo de tutoria del tutor.
m Referencias:

= Casas, J.M. & P. Gutiérrez (2011): Estadistica II: Inferencia
gstadis}ica. Editorial Universitaria Ramoén Areces, Madrid.

m Ruiz-Maya, L. & J. Martin (1999): Fundamentos de
Inferencia Estadistica. Editorial AC. Madrid. 271-308.

= Novales (1997),...
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Introduccion

m Antecedentes:
m Contrastes de hipétesis (Tema 5)

= Paramétricos. Contrastan hipétesis sobre el valor que
toman los parametros de distribuciones poblacionales
conocidas (Tema 6). Ej. Contrastar hipotesis sobre py o
de una familia de distribuciones Normal.

= No paramétricos (Tema 7): Contrastan caracteristicas de
la distribucion distintas de los parametros, son métodos
de distribucion libre y pueden ser también empleado a
atributos nominales u ordinales.

= Contraste Chi cuadrado de bondad del ajuste,
independencia y homogeneidad (Sesion 1, Tema 7).
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Contrastes de aleatoriedad

m Permiten contrastar si un conjunto de datos se han extraido
aleatoriamente.

® Los mas usuales son: Contraste de rachas de Wald-Wolfowitz y
Contraste del cuadrado medio de diferencias sucesivas.

m Rachas: Sea una sucesion en la que intervienen dos tipos de
simbolos: Ay B:

AAABBBAABBBAAAAAABBB
una racha es una sucesiéon de uno o mas simbolos idénticos
que estan precedidos o seguidos por un simbolo diferente o por
ninguno, siendo la longitud de la racha el niumero de simbolos
iguales que incluye.
En el ejemplo:
AAA (3)/BBB (3) / AA(2) / BBB (3) / AAAAAA (6) / BBB (3)

Pocas rachas indican claramente que la secuencia no es aleatoria (persistencia),
mientras que demasiadas son sintoma de lo mismo (zigzag). También puede
haber variaciones ciclicas que indican la ausencia de aleatoriedad
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Contrastes de aleatoriedad

m Contraste de rachas de Wald-Wolfowitz.
= Hipdtesis del contraste:
= Hy: La muestra es aleatoria.
= H,: La muestra no es aleatoria.

m Estadistico de contraste: r,,, (numero de rachas de la
muestra).

m Region critica:
= Bilateral: 7, <X[ ;0r,,>K,,, donde P(R<K] Z)S%
Y P(R2Kan)2%
= Unilateral (si se ve alguna tendencia a existir pocas —
izquierda- o muchas rachas — derecha-):
= lzquierda: 7y <K, donde P(R< K}, )< e

= Derecha: 7y > K, donde P(R2 K, )2 &
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Contrastes de aleatoriedad

m Contraste de rachas de Wald-Wolfowitz (...)

= Bajo el supuesto de la H:
g a

n—I\n,-1I
2

2 2
(1 —ny
L n

parar par

P(R=r)=

r: Numero de rachas.
ny: Nimero de elementos de A
enla muestra.
n,: Numero de elementos de B
enla muestra.

n—I\n, -1
r.!l [E_i
2 22 2.

para r impar

n—=1\n,-1

LA (o

2 2A2 2)
n

np=np
/
Esta distribucion esta tabulada.

la naturaleza discreta de la
distribucion hace dificil obtener el
valor critico por lo que se debe
sequir el criterio de aproximarse
todo lo posible a a o @2 sin
superarlo.
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Contrastes de aleatoriedad

m Contraste de rachas de Wald-Wolfowitz (...)

m Bajo el supuesto de la Hy (...):

Cuando se verifica que n,>10 y n,>10 la distribucién de
probabilidad discreta considerada converge a una distribucion

Normal con la siguiente parametrizacion:
2nn,
u=022 0
n
o= 2nns(2nms—n)
n’(n-1)

luego la regidn critica bilateral sera:

:ri'u
o

Zexp

‘Z:xp|<zo('2d0nde
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Contrastes de aleatoriedad

m Contraste de rachas de Wald-Wolfowitz (...)
m El contraste de rachas también puede emplearse cuando los

datos no son dicotémicos:

= Datos cuantitativos: Haciendo las diferencias respecto a
la mediana (D;=X-Me) de modo que los signos (+ o -)
permiten obtener las rachas. Despreciariamos en este
caso las diferencias iguales a 0 reduciendo el tamafio
muestral (D=0).

Serie temporal: Igual que el anterior, pero en este caso
seria necesariamente un contraste unilateral por la
izquierda.

= Se puede lleva a cabo comparando dos poblaciones.
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Contrastes de aleatoriedad

m Contraste de rachas de Wald-Wolfowitz (...)
m Ejemplos:
Ej1: El director de tesis de un joven investigador tiene dudas
de que la muestra de edades extraida por su doctorando sea
aleatoria al comprobar que existe cierto patrén en la muestra
extraida. Las caracteristicas de la muestra del doctorando en
relacion con la edad se presenta a continuacion:
18, 21, 31, 31, 33, 18, 19, 35, 36, 32, 32, 32, 29, 29, 25, 19, 29,
29, 30, 31, 33, 35, 40, 41, 42, 40
Comprueba si el director de tesis esta en lo cierto empleando
el contraste de rachas de Wald-Wolfowitz (a=0,05).
H,: La muestra es aleatoria.
H,: La muestra no es aleatoria.
Dado que Me=31, entonces:
|--00|+|--|+++++|-------0| ++++++
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Contrastes de aleatoriedad

(Ej1...)

Considerando que n,(11)>10 y n,(12)>10 la distribuciéon de
probabilidad del estadistico de contraste r,,, (6) converge a
una distribuciéon Normal por lo que el valor del estadistico de
contraste y la region critica seran:

2n;n, -11-
r-| =24 6— 2“12+1
n 23 _ oy

- =-2,77
[2mmy(2nny -n)  [2-1112-(2-1112-23)
n’(n-1) y 239(23-1)

Zexp =

|Ze)<p|< Zcz 2
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Contrastes de aleatoriedad

(Ej1...)

Conclusion:

Se rechaza la H,, luego la
| muestra de edades no es
aleatoria.
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Contrastes de aleatoriedad

m Contraste del cuadrado medio de diferencias sucesivas.

= Se emplea cuando existen variaciones de naturaleza ciclica
en las observaciones. En este caso, los valores contiguos
tenderan a ser altos o bajos existiendo correlacién entre las
observaciones obtenidas.

m Hipotesis del contraste:

= Hy: La muestra es aleatoria.

= H;: La muestra no es aleatoria.
m Estadistico de contraste:

n=l 5 ] r:—l( ],, 1 =i
) D} |p?= X, -XF=->t—"3Df
R0 E ! 2(n-1_),§ D 2(n-n,_z, :
7 L& =2, 1R 5
23 (X -%)|s? = L5 (x,-X)
i=1 n=1.2;
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Contrastes de aleatoriedad

m Contraste del cuadrado medio de diferencias sucesivas(...)

m Bajo el supuesto de H, cierta, D> y S? son los dos,
estimadores insesgados de la varianza poblacional por lo
que el estadistico R toma valores préximos a 1. Si no es
cierta la H,, D?<S? por lo que R tendera a tomar valores
cercanos a 0 = Contraste unilateral por la izquierda.

Si la poblacién de la que se ha extraido la muestra es
Normal o se puede considerar asintéticamente Normal
(n>20) bajo el supuesto de H:

» -2
RN p=1,0" ="
n>20 \ no -1
Ho

m Region critica:

Zexp = —Z, donde Zop=
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Contrastes de aleatoriedad

m Contraste del cuadrado medio de diferencias sucesivas(...)
= Ejemplos:
Ej2: Compruebe para el caso del Ej1 la existencia de
correlacion serial con un retardo (a=0,05).
H,: La muestra es aleatoria.
H,: La muestra no es aleatoria.
Dado que D?=16,28 y S?=48,81, el estadistico R toma el valor:

=1

Considerando que n>20 R converge a una distribucién Normal

por lo que el estadistico de contraste y la region critica son:
R-1 _0344-1 _

Zogp = -3.47 Zexp S —Zg
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Contrastes de aleatoriedad

(Ej2...)

- Conclusion:

Se rechaza la H, luego la muestra de edades no
es aleatoria

Region de rechazo
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Contrastes de localizacion

m Permiten contrastar el valor de alguna medida de posicién o
localizaciéon de la distribucion que sigue la poblaciéon
considerada.

m Sea una MAS de tamafio n (X,,...X,) procedente de una
poblacién de funcién de distribuciéon F(X) continua pero
desconocida y sea p € R* / 0<p<1y C,(F) el percentil de orden
p de la distribucién F(X) entonces los contrastes de localizacion
pueden contratar para k, conocido las siguientes hipétesis:

m Bilateral
HyCp(F)=kg
HyCy(F)#kg

m Unilateral por la izquierda: Unilateral por la derecha:
HyCp(F)2 kg HyCp(F)<ky
HyCy(F)< kg HyCL(F)>ky

Dr. David Castilla Espino
CA UNED Huelva

Contrastes de localizacion

m Contraste de signos.

m Requiere como Unico supuesto la continuidad de la
poblacion de la que procede la muestra.
Hipdtesis del contraste: Cualquiera de las indicadas en la
diapositiva anterior.
Estadistico de contraste: S* que representa el nimero de
observaciones muestrales mayores que la medida de
localizacién k, o el nimero de signos positivos de la
siguiente diferencia:

D1=X17I(G={

>0, siX, > ky asignamos el signo +

<0, 5i X; < kg asignamos el signo -

Se desprecian las diferencias nulas pues la
probabilidad de que esto ocurra es 0 dada la
naturaleza continua de la distribucion  de
probabilidad considerada

Dr. David Castila Espino
CAUNED Huelva




Contrastes de localizacion

m Contraste de signos (...)

= La probabilidad de que una diferencia tome signo positivo es

1-p=q y se distribuye como un fenémeno de Bernouilli de

parametro q. De este modo la probabilidad de que n

observaciones muestrales independientes presenten signo

positivo se obtiene mediante una familia de distribuciones
Binomial B(n, q). Esto es §™ — B(n.¢)

= Region critica: La naturaleza discreta de la distribucion Binomial hace difici

. . obtener el valor exacto de Ky, 6 k', por lo que se debe seguir

= Bilateral: el criterio de aproximarse tcg/i: lo pfsm\e a a/2 sin superarlo.

. . Si se cumplen las condiciones de convergencia de la

P(S < k“)s a2 | distribucien Binomial a la Normal (130, np25 y ng 25)

conviene emplear en este caso la distribucion Normal

Pls™ 2k, )z af2 [1mmei o)

= Unilateral por la izquierda: Unilateral por la derecha:
Pls* <k )<a pls* 2k, )<a
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Contrastes de localizacion

m Contraste de signos (...)
= Ejemplos:
Ej3: Un estudio sugiere que los trabajadores de banca
espafoles dedican, en mediana, 34 minutos en el descanso
del almuerzo. La directora provincial de un banco anoté el
tiempo que 16 empleados elegidos al azar dedicaban al
almuerzo sin que se enteraran. Los datos obtenidos en
minutos se muestran a continuacion:

1855203112 18352816 1432 12 12 36 35 34

Al comprobar los datos la directora quedo aténita al dar la
impresiéon de que sus empleados parecian dedicar menos de
34 minutos al almuerzo. Compruebe si esto es cierto (a=0,05).
Ho: Me = k=34
H,: Me < ky=34
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Contrastes de localizacion

(Ej3...)
Calculo del estadistico de contraste y valor critico:
Tiempo (X) D= S\ ympxen= ¥ ("

33 0208 00874 0
o

o PlsT <kggs)<0.05 > kygs = 3

S =4 Se acepta la H, para =005 luego los
Or. David Castila Espino trabajadores no emplean menos de 34 minutos en
CA UNED Huelva el almuerzo




Contrastes de localizacion

m Contraste de signos (...)

m En el caso concreto de que se quiera contrastar el valor de
la mediana de la distribucion bastaria con considerar que
p=q=0,5.

= Contraste de signos para muestras apareadas.

= Muestra apareada: De cada elemento de la muestra se
observan dos caracteristicas X; e Y.

= Hipdtesis del Contraste (caso bilateral):
* Ho: Me, = Me,
* Hy: Me, # Me,
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Contrastes de localizacion

m Contraste de signos (...)
m Contraste de signos para muestras apareadas (...)
= Estadistico de contraste: S* que representa el nimero
de signos positivos de la siguiente diferencia:

>0, si X, > Y, asignamos el signo +
Dy=X-Y = : ;
<0, si Xy <Y, asignamos el signo —

Cuando las medianas de X e Y son iguales, se debe verificar que la
mediana de la distribucion de la diferencias debe ser igual 0, lo que
implicaria que se dejarian igual nimero de signos a la derecha y a la
izquierda de D,. S* 3B(n;0.5).

= Region critica (caso bilateral):
P(S' <k,)<af2
P(S' >k,n)<af2
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Contrastes de localizacion

m Contraste de signos (...)

= Ejemplos:

Ej4: Un nutricionista esté investigando el efecto del consumo
de un complemento alimenticio en la pérdida de peso. Para
ello extrae una MAS de 9 voluntarios para tomar parte en el
experimento consistente en pesarse antes de tomar el
complemento alimenticio y un mes después de tomarselo. Los
resultados se muestran a continuacion:

Individuo A B c D E F G H I
Peso inicial (X) 83,7 839 682 749 81 728 61,3 779 696
Peso final (Y;) 81,5 80 688 741 826 692 634 747 66,2

Compruebe si el complemento alimenticio ha tenido un efecto
positivo a los efectos de reducir peso (a=0,05).

Ho: Me, < Me,

Hy: Me, > Me,
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Contrastes de localizacion

(Ei4...)

Calculo del estadistico de contraste y el valor critico:
Individuo Peso inicial (Xi) Peso final (Y) D=X-Y; s%
A R 22 +
] 839 80 39 +
c 68.2 688 0.6 -
D 749 741 038 +
E 81 82,6 -16 -
F 72,8 69.2 36 +
G 613 634 2.1 -
H 7.9 74,7 32 +
I 69.6 66.2 34 +

§T=6—>Bn=9,p=0,35)

Pls* 2 kg s )<0,05 > kg s = 6
-

Se acepla la Hq para a=0,05, luego no se puede
afrmar que el  complemento alimenticio
Or. David Castila Espino considerado ayuda a perder peso.
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Contrastes de localizacion

m Contraste de rangos-signos de Wilcoxon.

m Requiere como supuestos la continuidad y la simetria de la
poblacion de la que procede la muestra.

= Hipdtesis del contraste (caso bilateral):
= Hy: Me =m
= H:Me#m

m Estadistico de contraste:

T*no es mas que la suma de los rangos de las diferencias
positivas. La distribucion T* esta tabulada

n
r7=%2z,7(D)) |
=1

>0, si X, > k; asignamos el signo +
D= X,k =

<0, si X; < kg asignamos el signo —
{L siD, >0

0, siD; <0

1(1DJ) es el ordenirango de D, en valor absoluto. Si varios |D)
son iguales se les asigna a todos el promedio de los rangos
que les hubiese correspondido si no fuesen iguales.

=
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Contrastes de localizacion

m Contraste de rangos-signos de Wilcoxon.
m Region critica (caso bilateral):

Plr™ <k, )<af2

Valores grandes o pequefios de T* implican grandes
desviaciones respecto a la Me propuesta en la Hq

Plr™2ky0)<af

= Cuando n>15 la distribuciéon de T* se aproxima a una familia
de distribuciones de  probabilidad N(u,0?)  con

parametrizacion: in(nu)
7 )
o2 n(n+1)2n-1)
24
luego la regién critica bilateral sera:
T" - ln(n- 1)
[7eso|< Za2 donde Zop= et
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Contrastes de loca

lizacion

m Contraste de de rangos-signos de Wilcoxon (...)

m Ejemplos:
Ej5: La directora del Ej3 ha

tenido conocimiento de que el

contraste de rangos-signos de Wilcoxon es mas fiable que el
de signos debido a que no sélo considera los signos, sino
también la magnitud de las diferencias entre los tiempos vy la

mediana. Considerando que

tiene sentido asumir que la

distribucion es simétrica decide repetir el contraste con esta

nueva especificacion. Ayudela

Ho: Me = k,=34
Hy: Me < k,=34
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en su cometido (a=0,05).

Contrastes de localizacion

(Ej5...)
Calculo del estadistico de contraste:
Tiempo (X) Di=Xrke [LF] (D) ™ T, | Si varios |D] son iguales se les
18 16 16 85 . 85 | asigna a todos el promedio de los
55 21 pal 12 12 - rangos que les hubiese
20 4 14 7 - 7 | correspondido si no fuesen iguales.
i 3 3 5 - 5 Para |D| =1, dado que son los dos
12 22 2 14 - 14 primeros entonces les
18 A6 16 85 - 85 | corresponderia {1, 2} por lo que se
35 1 1 15 15 - |les ‘asigna el rango 1,5
28 F 6 6 2| & | [(1+2)/2=1,5), el siguiente seria [D]
16 a8 18 10 - 10 | =2, a estos les corresponderia {3,
14 ] 1 4} por lo que se les asigna 3,5
32 - 35 | [(3+4)/2=3,5], después seria [D] =3
12 - 14 | al que se le asigna el rango 5, y asi
12 - 14 sucesivamente.
36 5 -
a5 5
34 ol

n
T = Zzt :

i=]

Dr. David Castilla Espino
CA UNED Huelva

Contrastes de localizacion

(Ej5...)
Determinacién del valor critico:
« AT <)< AT 2E)<1 -1 n=15 debido a que se
. ignoran las
" Doz ul ns 05 10 5 9”8 0 » 993 diferencias iguales a
0
4 1o No es posible aplicar
$ O en este caso la
H s % 3% % B convergencia a la
8 o H % 0w B 0» = Normal debido a que
9 | 1 3 s W ow  w o w  |no se cumple I
10 5 M 3 a7 00 8 condicién (n>15)
I s 7w w %6
2 7 9 3 65 69 mn
3 9 2 " 4 » 2
14 ” 15 21 2] €0 93
(L] 15 19 pi 9% [} 105
FUTE: KRarT, C. H. y Vax Eroex, A Noge o 10 Sttistes, Macrutan P
bishing, 1968

Plr < kg ps )< 0,05 — kg g5 = 30

JE—
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Se rechaza la H, para =005, luego los
trabajadores emplean menos de 34 minutos en el
almuerzo
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Contrastes de localizacion

m Contraste de de rangos-signos de Wilcoxon (...)
m Ejemplos:
Ej6: La directora del Ej5 ha caido en la cuenta de que no habia
considerado una de las observaciones de las que disponia de
modo que ahora su muestra consta de las siguientes 17
observaciones:

18 16 5520 31 12 18 3528 16 14 32 12 12 36 35 34

Repita de nuevo el contraste de rangos-signos de Wilcoxon en
este caso (a=0,05).

Ho: Me 2 k,=34
H;: Me < k,=34
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Contrastes de localizacion

(Ej6...)

Caélculo del estadistico T*:

Tiempo (X) Di=X:ko 104 (D) ™ 1]
18 -16 16 85 — 8,5
16 -18 18 105 - 105
55 2 21 13 13 -
20 -14 14 7 - 7
kil 2 3 5 - 5
12 22 22 15 - 15
18 -16 16 85 - 85
35 1 1 15 15 -
28 £ ] 8 - []
16 -18 18 105 - 10,5
14 20 20 12 - 12
32 2 2 35 - 35
12 22 2 15 - 15
12 22 22 15 - 15
k] 2 35 35 -
k) 1 15 1,5

2

34 T 0 ; A

T° =%z r(D|)=19,5 —2 |
-]

i=.
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Contrastes de localizacion

(Ej6...)

Dado que n(16)>15 se puede aplicar la convergencia a la
distribucion Normal de modo que el estadistico de contraste
sera ahora:

T‘—én(n—:]) 19,5—216(16-&-1}
Zgp= = -
P nln+1)2n-1) [16(16+1)2-16-1)
24 24

-2,59

La regidn critica seria en este caso:

Zgyp < -z,
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Contrastes de localizacion

(Ej6...)

- Conclusion:

Se rechaza la Hy, luego los trabajadores emplean
menos de 34 minutos en el almuerzo.

Region de rechazo
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Sumario

m Se han explicado los contrastes de aleatoriedad. En concreto se
han introducido los contrastes de rachas de Wald-Wolfowitz y
del cuadrado medio de diferencias sucesivas.

m Se han ejemplificado los dos contrastes de aleatoriedad
explicados para el caso en el que se empleen datos de
naturaleza cuantitativa.

m Se han explicado los contrastes de localizacion. En concreto se
han introducido los contrastes de signos y el de rangos-signos
de Wilcoxon.

m Se han ejemplificados los contrastes de signos para una
muestra y muestras pareadas, asi como el contraste de rangos-
signos de Wilcoxon aplicando y sin aplicar la convergencia a la
distribucién Normal.
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