
GEOMETRIA DE MASAS 
 
• Momentos de primer orden (estáticos). Centro de masas.  

 
• Teoremas de Pappus-Guldin 

 
• Momentos de segundo orden (inercia) 

 
• Teorema de Steiner 

 
• Tensor de inercia. Momentos y direcciones principales 

 
• Elipsoide de inercia 

 
• Aplicaciones 



GEOMETRIA DE MASAS 
 
• Momentos de primer orden (estáticos) 

 
– Respecto a un punto 
– Respecto a una recta 
– Respecto a un plano 
 
• Centro de masas 
– Elementos de simetría 
– Concentración de la masa 
– Coordenadas del CM. 
 



GEOMETRIA DE MASAS 
 
• Momentos de primer orden (estáticos) 

 
– Respecto a un punto O 
 

𝑴𝑂 = 𝑚𝑖𝒓𝑖
𝑖

= 𝒓𝑑𝑚 = 𝒓𝜌𝑑𝑉 

 
‒ Respecto a un punto O’ distinto 
 

𝑴𝑂′ = 𝑴𝑂 +𝑚 ∙ 𝑂𝑂′ 
 



Momentos de primer orden (estáticos) 
 

– Respecto a una recta con vector unitario u 
 

𝑴 = 𝒖 ×𝑴𝑂 × 𝒖 ≡ 𝑴𝑂 ⊥ 
O: punto de la recta 

𝒖 ×𝑴𝑂 × 𝒖 = 𝑴𝑂 − 𝒖 𝑴𝑂 ∙ 𝒖  

 
‒ No depende del punto de referencia de la recta 
 

𝑴 = 𝑴′ 
 
– Respecto a otra recta paralela (mismo u) 

 

𝑴′ = 𝑴+𝑚 ∙ 𝐴𝐴′ 
AA’: distancia entre rectas 

 



Momentos de primer orden (estáticos) 
 

– Respecto a un plano con vector normal u 
 

𝑀 = 𝑴𝑂 ∙ 𝒖 ≡ 𝑀𝑂 ⊥ 
O: punto del plano 

 
‒ No depende del punto de referencia sobre el plano 
 

𝑀 = 𝑀′ 
 
– Respecto a otra plano paralelo (mismo u) 

 

𝑀′ = 𝑀 +𝑚 ∙ 𝐴𝐴′  

AA’: distancia entre planos 
 

( escalar) 



Centro de masas 
 

– Definición. Punto G es centro de masas del sistema si 
 

𝑴𝐺 = 𝑚𝑖𝒓𝑖
𝑖

= 0 

G: C.M. 
 
‒ Entonces, si la recta contiene a G 
 

𝑴 = 𝟎 
 
– Y si el plano contiene a G 

 
𝑀 = 0 

 



Centro de masas. Simetrías 
 

– Si O es centro de simetría, O es C.M. 
 
 
 
 
‒ Si tiene eje de simetría,   
      C.M. está en dicho eje 

 
 
 
 
– Si tiene plano de simetría, C.M. está en dicho plano 
 
 

O d 

d 

m 

m 



Coordenadas del centro de masas 
 
 
 
•        VOLUMEN 

 
 
 
 

 
•        SUPERFICIE 

 
 
 

      
 
•          CURVA 



CENTRO DE MASAS. EJEMPLOS 
 
 
 
           VOLUMEN 

 

Cálculo de la posición del C.M. de una 

figura homogénea de revolución (esfera, 

paraboloide, etc) 



CENTRO DE MASAS. EJEMPLOS 
 
 
                SUPERFICIE 

 



CENTRO DE MASAS. EJEMPLOS 
 
 
  
                       CURVA 

 

Cálculo de la posición del C.M. de una 

catenaria 



CENTRO DE MASAS. EJEMPLOS 

 Dividimos el área en su conjunto de diferenciales de área . 
En general tenemos muchas posibilidades: 

 Elegimos una, de forma que la integral sea más sencilla de resolver.  

𝑥𝐶𝑀 =
 𝑥𝜎𝑑𝑥𝑑𝑦

 𝜎𝑑𝑥𝑑𝑦
   ; 𝑦𝐶𝑀 =

 𝑦𝜎𝑑𝑥𝑑𝑦

 𝜎𝑑𝑥𝑑𝑦
  



CENTRO DE MASAS. EJEMPLOS 

𝑥𝐶𝑀 =
 𝑥𝜎𝑑𝑥𝑑𝑦

 𝜎𝑑𝑥𝑑𝑦
 



CENTRO DE MASAS. EJEMPLOS 

𝑦𝐶𝑀 =
 𝑦𝜎𝑑𝑥𝑑𝑦

 𝜎𝑑𝑥𝑑𝑦
 



CENTRO DE MASAS. EJEMPLOS 

𝑥𝐶𝑀 = 0  ;    𝑦𝐶𝑀 =
4

3𝜋
𝑅 ≈ 0,42𝑅 



CENTRO DE MASAS. VOLUMENES 
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𝑚, 𝐿 

𝑚, 𝐿 Equivalente a 
𝑚 

𝑚 𝐿 2  

𝑥𝐶𝑀 =
𝑚 ∙
𝐿
2
+ 𝑚 ∙ 𝐿

2𝑚
= 3
𝐿

4
  ;     𝑦𝐶𝑀 =

𝑚 ∙ 0 +𝑚 ∙
𝐿
2

2𝑚
=
𝐿

4
 

𝐿 2  



GEOMETRIA DE MASAS 
 
• Centro de masas.  Momentos de primer orden (estáticos) 

 
• Teoremas de Pappus-Guldin 

 
• Momentos de segundo orden (inercia) 
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• Elipsoide de inercia 
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 Aplicables  a la determinación del centro de masas de distribuciones continuas, 
relacionan la posición del centro de masas de una curva y de una superficie plana 
con el área y el volumen  engendrado al girar alrededor de un eje de su plano.  
 

 Teorema 1:  
 

área 𝑆 = longitud 𝐿(𝑐𝑢𝑟𝑣𝑎)  ∙ longitud 𝑠(𝐶𝑀) 
 

 Teorema 2: 
 

volumen 𝑉 = area 𝑆(𝑝𝑙𝑎𝑐𝑎)  ∙ longitud 𝑠(𝐶𝑀) 
 
 No pueden utilizarse para determinar el centro de masas de 

cuerpos con volumen 
 

Teoremas de Pappus-Guldin 
 



Teoremas de Pappus-Guldin. Ejemplos 
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• Centro de masas.  Momentos de primer orden (estáticos) 

 
• Teoremas de Pappus-Guldin 
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GEOMETRIA DE MASAS 
 
• Momentos de segundo orden (inercia) 

 
– Respecto a un punto 
– Respecto a una recta 
– Respecto a un plano 
 
• Productos de inercia 
 
• Relaciones entre momentos de inercia 
 



GEOMETRIA DE MASAS 
 
• Momentos de inercia (dinámicos) 

 
– Respecto a un punto O 
 

𝐼𝑂 = 𝑚𝑖𝑟𝑖
2

𝑖

= 𝑟2𝑑𝑚 = 𝑟2𝜌𝑑𝑉 

‒ Respecto a una recta con vector unitario u 
 

𝐼𝑟 = 𝑚𝑖
𝑖

𝒖 × 𝒓𝑖 × 𝒖 2 = 𝒖× 𝒓 × 𝒖 2𝑑𝑚 

O: punto de la recta 

 
 



GEOMETRIA DE MASAS 
 
• Momentos de inercia (dinámicos) 

 
‒ Respecto a un plano con vector normal u 

 

𝐼𝜋 = 𝑚𝑖
𝑖

𝒓𝑖 ∙ 𝒖 𝟐 = 𝒓 ∙ 𝒖 2𝜌𝑑𝑉 

O: punto del plano 
 
• Productos de inercia 
 

𝑃𝜋𝜋′ =  𝑚𝑖𝑖 𝒓𝑖 ∙ 𝒖 ∙ 𝒓′𝑖 ∙ 𝒖  
 

O,O’: puntos de los planos 



Relaciones entre momentos de inercia 
 

O 

𝜋 

𝜋′′ 

𝜋′ 

𝑟 

𝑟′ 

𝑟′′ 

𝐼𝑂 = 𝐼𝑟 + 𝐼𝜋 

𝐼𝑟 = 𝐼𝜋 + 𝐼𝜋′ 

𝐼𝑂 = 𝐼𝜋 + 𝐼𝜋′+𝐼𝜋′′ 

𝐼𝑂 =
1

2
𝐼𝑟 + 𝐼𝑟′+𝐼𝑟′′  



Momento s de inercia - Simetrías 
 

 Para las figuras planas 𝑧 = 0  

𝐼𝑂 =  𝑥
2 + 𝑦2 𝑑𝑚 = 𝐼𝑧 =  𝑥

2𝑑𝑚 + 𝑦2𝑑𝑚

= 𝐼𝑥 + 𝐼𝑦 

 
 
 
 
 
 
 
 
Anillo de radio R: 

 𝐼𝑂=  𝑥
2 + 𝑦2 𝑑𝑚 =  𝑅2𝑑𝑚 = 𝑀𝑅2 = 𝐼𝑥 + 𝐼𝑦 

 
 
 

Escriba aquí la ecuación. 

z 

y 

x 

𝑦 𝑥 



Momento s de inercia - Simetrías 
 

Anillo de radio R: 

 𝐼𝑂=  𝑥
2 + 𝑦2 𝑑𝑚 =  𝑅2𝑑𝑚 = 𝑀𝑅2 = 𝐼𝑥 + 𝐼𝑦 

Por simetría 
𝐼𝑥 = 𝐼𝑦 

Luego 
 

𝐼𝑥 = 𝐼𝑦 =
1

2
 𝐼𝑂=
1

2
𝑀𝑅2 

 
 

 Disco homogéneo de radio R ? 
 



Momento s de inercia - Simetrías 
 

 
Esfera de radio R: Respecto al origen de coordenadas 

𝐼𝑂 =  𝑥
2 + 𝑦2 + 𝑧2 𝑑𝑚 =  𝑟2𝜌𝑑𝑉

= 𝜌 𝑟24𝜋𝑟2𝑑𝑟
𝑅

0

=
4𝜋

5
𝜌𝑅5 

Al ser  

𝜌 =
𝑀

𝑉
=
𝑀

4𝜋
3
𝑅3

 

Obtenemos 

𝐼𝑂 =
3

5
𝑀𝑅2 

 



Momento s de inercia - Simetrías 
 

 
Esfera de radio R: Respecto a un eje arbitrario 
 
 
 
 
Al ser por simetría  

𝐼𝑥 = 𝐼𝑦 = 𝐼𝑧 

obtenemos 

𝐼𝑥 = 𝐼𝑦 = 𝐼𝑧 =
2

3
𝐼0 =
2

5
𝑀𝑅2 

 

𝐼𝑂 =
1

2
𝐼𝑥 + 𝐼𝑦+𝐼𝑧  
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z 

y 

x 

a 

a 

b 

𝒖 × 𝒓 × 𝒖 = 𝒓 − 𝒖 𝒖 ∙ 𝒓 = 𝒓⊥ 𝐼𝑒𝑗𝑒 = 𝑟⊥
2𝑑𝑚 



Paralelepípedo : Respecto al eje z 

𝐼𝑧 =  𝑥
2 + 𝑦2 𝑑𝑚 = 𝜌 𝑥2𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝜌 𝑦2𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

= 𝜌𝑎𝑏 𝑥2𝑑𝑥 + 𝜌𝑎𝑏 𝑦2𝑑𝑦 

Al ser por simetría  

 𝑥2𝑑𝑥 =  𝑦2𝑑𝑥 =  𝑥2𝑑𝑥
𝑎/2

−𝑎/2

=
𝑎3

12
 

obtenemos 

𝐼𝑧 = 𝜌
𝑎4𝑏

6
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Paralelepípedo : Respecto al eje z 
Al ser  

𝜌 =
𝑀

𝑉
=
𝑀

𝑎2𝑏
 

Obtenemos finalmente 
 

𝐼𝑧 =
𝑀𝑎2

6
 

 
De forma análoga, respecto al eje x 

𝐼𝑥 =  𝑦
2 + 𝑧2 𝑑𝑚 = 𝜌 𝑦2𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝜌 𝑧2𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

= 𝜌𝑎𝑏 𝑦2𝑑𝑦 + 𝜌𝑎2 𝑧2𝑑𝑧 
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Paralelepípedo : Respecto al eje 𝑥 
 
donde ahora 

 𝑧2𝑑𝑧 =  𝑧2𝑑𝑧
𝑏/2

−𝑏/2

=
𝑏3

12
 

Por tanto,  

𝐼𝑥 = 𝜌
𝑎2𝑏

12
𝑎2 + 𝑏2 =

1

12
𝑀 𝑎2 + 𝑏2  

 
Y por simetría, finalmente  
 

𝐼𝑦 = 𝐼𝑥 =
1

12
𝑀 𝑎2 + 𝑏2  
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𝑚, 𝐿 

𝑚, 𝐿 

O A 

B Por simetría 
 

𝐼1 = 𝐼2 
Donde  

𝐼1 =  𝑋
2𝑑𝑚 

Con 𝑋 = 𝑥
2

2
 y 𝑑𝑚 = 𝜆𝑑𝑥 

 
 
  
 

X 
45° 

cos 45° = 𝑋 𝑥  
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GEOMETRIA DE MASAS 
 
• Centro de masas.  Momentos de primer orden (estáticos) 
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TEOREMA DE STEINER. Momentos de inercia 

 
• Relaciona los momentos de inercia  con sus momentos 

relativos respecto al centro de masas, y a ejes y planos 
paralelos que pasan por el centro de masas.  
 

– Respecto a un punto 
 

𝐼𝑂 = 𝐼𝐶𝑀 +𝑚 ∙ 𝑑
2 𝑂, 𝐶𝑀  

 
‒ Respecto a una recta 
 

𝐼𝑟 = 𝐼𝑟𝐶𝑀 +𝑚 ∙ 𝑑
2 𝑟, 𝑟𝐶𝑀  

 



 
TEOREMA DE STEINER. Momentos de inercia 

 
• Relaciona los momentos de inercia  con sus momentos 

relativos respecto al centro de masas, y a ejes y planos 
paralelos que pasan por el centro de masas.  
 

– Respecto a un plano 
 

𝐼𝜋 = 𝐼𝜋𝐶𝑀 +𝑚 ∙ 𝑑
2 𝜋, 𝜋𝐶𝑀  

 
‒ Productos de inercia 
 

𝑃𝜋𝜋′ = 𝑃𝜋𝐶𝑀,𝜋′𝐶𝑀 +𝑚 ∙ 𝑑 𝜋, 𝜋𝐶𝑀  ∙ 𝑑 𝜋′, 𝜋′𝐶𝑀  
 



 
MATRIZ DE INERCIA 

 
• Matriz 3X3 simétrica, cuyos elementos son los 

momentos y productos de inercia en coordenadas 
cartesianas, con la representación  
 

𝐼 =

𝐼𝑥 −𝑃𝑥𝑦 −𝑃𝑥𝑧
−𝑃𝑥𝑦 𝐼𝑦 −𝑃𝑦𝑧
−𝑃𝑥𝑧 −𝑃𝑦𝑧 𝐼𝑧

 

 
• Relativa al sistema de coordenadas con origen en el 

punto O. Si se elige O como el centro de masas, se 
denomina matriz central de inercia.  

 
 



 
MATRIZ DE INERCIA. Aplicación 

 
• Conocida la matriz de inercia 

 

𝐼 =

𝐼𝑥 −𝑃𝑥𝑦 −𝑃𝑥𝑧
−𝑃𝑥𝑦 𝐼𝑦 −𝑃𝑦𝑧
−𝑃𝑥𝑧 −𝑃𝑦𝑧 𝐼𝑧

 

 
el momento de inercia del sistema respecto a una recta 
con vector unitario u está dado por 

 

𝐼𝑟 = 𝑢
𝑇 ∙ 𝐼 ⋅ 𝑢 = 𝑢𝑥 𝑢𝑦 𝑢𝑧 ∙ 𝐼 ⋅

𝑢𝑥
𝑢𝑦
𝑢𝑧
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DIRECCION Y MOMENTOS PRINCIPALES 

 
• La matriz de inercia es diagonalizable, en un nuevo 

sistema de coordenadas con origen en O, con la 
representación 

 

𝐼 =

𝐼′𝑥 0 0

0 𝐼′𝑦 0

0 0 𝐼′𝑧

 

 
• Direcciones principales: ejes 𝑂𝑥′, 𝑂𝑦′, 𝑂𝑧′ 

 

• Momentos principales de inercia 𝐼′𝑥, 𝐼′𝑦 , 𝐼′𝑧  
 



 
Determinación de la Dirección y los momentos 
principales 

 
• Diagonalización de la matriz de inercia 𝐼. Ecuación de 

valores propios (𝜆) 
 

𝐼 ∙ 𝑣 = 𝜆𝑣 
 
• Direcciones principales: ejes 𝑣 = 𝑂𝑥′, 𝑂𝑦′, 𝑂𝑧′  
 

• Momentos principales de inercia 𝜆 = 𝐼′𝑥 , 𝐼′𝑦 , 𝐼′𝑧  
 



 
ELIPSOIDE Y ELIPSE DE INERCIA 

 

• En el espacio tridimensional (elipsoide) 
 

𝐼𝑥𝑥
2 + 𝐼𝑦𝑦

2 + 𝐼𝑧𝑧
2 − 2𝑃𝑥𝑦𝑥𝑦 − 2𝑃𝑥𝑧𝑥𝑧 − 2𝑃𝑦𝑧𝑦𝑧 = 1 

 
• En el plano (elipse) 
 

𝐼𝑥𝑥
2 + 𝐼𝑦𝑦

2 − 2𝑃𝑥𝑦𝑥𝑦 = 1 

 
• En ambos casos, lugar geométrico de los puntos cuya 

distancia al origen coincide con el radio de giro del 
momento de inercia en esa recta: 

𝑑 =
𝐼𝑟

𝑚
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