GEOMETRIA DE MASAS
Momentos de primer orden (estaticos). Centro de masas.
Teoremas de Pappus-Guldin
Momentos de segundo orden (inercia)
Teorema de Steiner
Tensor de inercia. Momentos y direcciones principales
Elipsoide de inercia
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GEOMETRIA DE MASAS
Momentos de primer orden (estaticos)

Respecto a un punto
Respecto a una recta
Respecto a un plano

Centro de masas
Elementos de simetria

Concentracion de la masa
Coordenadas del CM.




GEOMETRIA DE MASAS
 Momentos de primer orden (estaticos)

- Respecto a un punto O

o= i = [ ram = [ oar

— Respecto a un punto O’ distinto

M0,=M0 +m0—0;




Momentos de primer orden (estaticos)

- Respecto a una recta con vector unitario u

M=uxM,))xu=M,),
O: punto de larecta
(uxMy) Xu=M,—uM, - u)
— No depende del punto de referencia de la recta
M=M

— Respecto a otra recta paralela (mismo u)

M =M+m-AA’
AA’: distancia entre rectas




Momentos de primer orden (estaticos)

— Respecto a un plano con vector normal u

M=M, u= (MO)J_ (escalar)
O: punto del plano

— No depende del punto de referencia sobre el plano
M=M

- Respecto a otra plano paralelo (mismo u)

M’=M+m-‘m

AA': distancia entre planos




Centro de masas

— Definicion. Punto G es centro de masas del sistema si

MG =2mirl- =0

G: CM.

— Entonces, si la recta contiene a G
M=0

— Y siel plano contiene a G

M=0




Centro de masas. Simetrias

— Si O es centro de simetria, O es C.M.

d --
-
--

— Sitiene eje de simetria,
C.M. esta en dicho eje

— Sitiene plano de simetria, C.M. esta en dicho plano




Coordenadas del centro de masas

liL e [I] 7

VOLUMEN W W
dm
V
dm ““dS .o
SUPERFICIE ’ T —7]
dm ds - o
/ . dm ‘[ cdl- A

CURVA G =
/ dm dl A
!




CENTRO DE MASAS. EJEMPLOS

VOLUMEN e -
dm
v

Calculo de la posicion del C.M. de una
figura homogénea de revolucion (esfera,
paraboloide, etc)




CENTRO DE MASAS. EJEMPLOS

// r - dm // r-dS .o
SUPERFICIE re .

Calculo de la posicion del C.M. de un
semicirculo  homogéneo  (densidad

superficial o constante)




CENTRO DE MASAS. EJEMPLOS

CURVA Fy =

Célculo de la posicion del C.M. de una
catenaria




Calculo de la posicion del C.M. de un

CENTRO DE MASAS. EJEMPLOS semicirculo  homogéneo  (densidad g

— Dividimos el area en su conjunto de diferenciales de area.
En general tenemos muchas posibilidades:

— Elegimos una, de forma que la integral sea mas sencilla de

superficial o constante) R
_ Jf xodxay [[ yodxdy
X —_ * —
CM = [oaxdy ' 7M ~ [ odxdy
resolver.




CENTRO DE MASAS. EJEMPLOS

[ xodxdy
oM = [ odxdy

Calculo de la posicion del C.M. de un
semicirculo  homogéneo  (densidad
superficial ¢ constante)

Y

dA=ydx |

X ytm R

deA Ix\)R —-x’dx = [ (R’ —'c)}".

r = dA:‘/R2 — xtdx




CENTRO DE MASAS. EJEMPLOS

[ yodxdy

yem = [ odxdy

dA = 2xdy |

x*+y*=R*|

Calculo de la posicion del C.M. de un
semicirculo  homogéneo  (densidad
superficial ¢ constante)

Y

R
JydA:J.ZV RZ’—)'Zdy=[M%(R2-
J J C
| _J)'dA__%R3_4R
= Yeu © A i - - 3n

=R
2

dy

L = dA=2R —ydy =

2x

|
'
'
'
]




CENTRO DE MASAS. EJEMPLOS

Cilculo de la posicion del C.M. de un
semicirculo  homogéneo  (densidad

superticial & constante)

Y

4
Xcm = 0 v YeM = %R =~ 0,42R

I




CENTRO DE MASAS. VOLUMENES

Otros ejemplos de aplicacion de este método es calcular la posicién
del CM. de una figura homogénea de revolucién (esfera,
paraboloide, etc) dividiéndola por ejemplo en infinitas rodajas
perpendiculares al eje de revolucién. Cada rodaja seria un disco cuya
posicién representativa en los calculos seria la de su centro:

Por otro lado, no es necesario que dicha divisién en elementos de masa sea
en un nimero infinito de ellos. Se puede dividir la figura en un nimero
finito de piezas, y utilizar para cada pieza la posicién de su centro de
masas:

r +m

.(‘ilindm

+m

cone’ cone cilindro

mr 7

. m_r _+m

Vo ay =% =

cM. -
S m, m, +m
]

semiesfera rs(mir sfera

cong cilindro semiesfera




Problemas de Examen — junio 2011

Un sistema plano de masas esta constituido por dos varillas homogéneas,
iguales, de longitud L y masa m. La varilla OA esta situada, a partir del origen,
sobre el eje OX de unos ¢jes cartesianos OXY, y la varilla AB esta situada
perpendicularmente a la anterior por su extremo A y dirigida segun la
direccion OY. Calcular:

a) Las coordenadas del centro de masas del sistema.

m, L EqUivaIent§ 2 m
m, L ‘ IL /2
L /Z m ‘
L
m-%+m-L L m-0+m-§ L
oM = 2m :31; yem = 2m :Z
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Teoremas de Pappus-Guldin

— Aplicables a la determinacion del centro de masas de distribuciones continuas,
relacionan la posicion del centro de masas de una curva y de una superficie plana
con el area y el volumen engendrado al girar alrededor de un eje de su plano.

— Teorema 1:
area S = longitud L(curva) -longitud s(CM)
— Teorema 2:

volumen V = area S(placa) -longitud s(CM)

— No pueden utilizarse para determinar el centro de masas de
cuerpos con volumen



Teoremas de Pappus-Guldin. Ejemplos

Ejemplo: C.M. de un alambre semicircular de radio R. YA

A, pesteries = Demicireunterenia (rec0TTid0 del C. M. de la semicircunt’)
, 2R
= MR =7R(Mycy) = Yew =

Ejemplo: C.M. de un semicirculo de radio R.

Ve = Linicienss (Tecorrido del C.M. del semicirculo)
4 S 4R
= gnRJ = ER (27: Yeu ) = Yewm. T 3




GEOMETRIA DE MASAS
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GEOMETRIA DE MASAS
Momentos de segundo orden (inercia)
Respecto a un punto
Respecto a una recta
Respecto a un plano

Productos de inercia

Relaciones entre momentos de inercia




GEOMETRIA DE MASAS
 Momentos de inercia (dinamicos)

- Respecto a un punto O

o= 3 = [[frram = [ 2

— Respecto a una recta con vector unitario u

Ir=2mi|(uxri)xu|2=ﬂ |(ux 1) Xul|?dnm

O: punto de la recta




GEOMETRIA DE MASAS
 Momentos de inercia (dinamicos)

— Respecto a un plano con vector normal u

I :Zmi (ri-u)* = ff (r-w)?pdV

O: punto del plano

* Productos de inercia
Ponr = Zimi (ri 'll) - (r’i ] u)

0,0’: puntos de los planos




Relaciones entre momentos de inercia

1

r
T
o o o =1+ 1 L
IO — ITL' + 17-[,+I7-[,,
TL_”
1
I, = I; + I, Iy = (Ir + Ir/"'lrn)

T2




Momento s de inercia - Simetrias

— Para las figuras planas (z = 0)

I, =f(x2+y2)dm=lz=fx2dm+Jy2dm

=1, +1, ‘

/.
Sow

oy

X

Anillo de radio R:

Io= | (x*+y%)dm = | R%dm = MR* =1, +1
0, y



Momento s de inercia - Simetrias

Anillo de radio R:
Ip= f(x2 + y4)dm = fRde =MR* =1, +1,

Por simetria

Luego

— Disco homogéneo de radio R ?




Momento s de inercia - Simetrias

Esfera de radio R: Respecto al origen de coordenadas

I, =f(x2+y2+zz)dm=fr2pdV

K 41t
= pf r?4mridr = ?pR5
0

Al ser
M M
p p— f—
Vv 4nm 4
?R
Obtenemos
3
I, = =MR*

5




Momento s de inercia - Simetrias

Esfera de radio R: Respecto a un eje arbitrario

1
lo =5 (L + I,+1,)

Al ser por simetria

obtenemos




Problemas de Examen — junio 2011

Un solido homogénco, cuya densidad de masa e¢s p, tiene la forma de un
paralelepipedo cuyos lados tienen de longitudes a, a y b. Calcular:
a) Momentos de inercia respecto a unos ¢jes cartesianos OX, OY y OZ con

origen en su centro de simetria O. ,

/ a

X

(uxr)xu=r—u(u-r)=r, — Ieje=ﬂfrfdm




Problemas de Examen — junio 2011

Paralelepipedo : Respecto al eje z

I, = J(x2 +y9)dm=p f x2dxdydz + p f y2dxdydz

= pabszdx+pabfy2dy

Al ser por simetria
3

a/2 a
szdx = fyzdx =f x2dx = —
-a/2 12

obtenemos




Problemas de Examen — junio 2011

Paralelepipedo : Respecto al eje z

Al ser
B M B M
p= V  a2b
Obtenemos finalmente
L Ma?
2 6

De forma analoga, respecto al eje x

I, = f(y2 +z9)dm =p f y2dxdydz + p f z*dxdydz

= pabfyzdy+pa2fzzdz




Problemas de Examen — junio 2011

Paralelepipedo : Respecto al eje x

donde ahora

b/2 b3
fzzdz= f z%dz = —
—b/2 12

Por tanto,
2

a 1
Ix = pE(az + bz) — EM(GZ +b2)

Y por simetria, finalmente

I, = I, = — M(a? + b?
y—x—ﬁ (a‘l')




Problemas de Examen — junio 2011

Un sistema plano de masas esta constituido por dos varillas homogéneas,
iguales, de longitud L y masa m. La varilla OA esta situada, a partir del origen,
sobre ¢l ¢je OX de unos ¢jes cartesianos OXY, y la varilla AB esta situada
perpendicularmente a la anterior por su extremo A y dirigida segun la
direccion OY. Calcular:

a) Las coordenadas del centro de masas del sistema.
b) El momento de inercia del sistema respecto a la recta OB.

V'

B Por simetria

m, L Donde

— 11=fX2dm
o0 mL A
o _ V2
cos45° = X /x ConX =x—ydm = Adx



Problemas Propuestos de Examen

Una figura plana tiene forma de sector circular de radio R y angulo
«. LLa densidad superficial de masa es o. Calcular:

a) Momentos de inercia respecto a los ejes de simetria de la figura.
b) Valor del angulo para que la elipse central de inercia sea una
circunferencia.

- Se tiene un cono de masa M, cuya base es un circulo de radio R, con
semiangulo de abertura de 45°, y cuyo vértice esta situado en el origen
de un sistema cartesiano OXYZ. Calcular:

a) Momentos de inercia respecto al plano OXY y al eje OZ.

b) Momento de inercia respecto a la generatriz contenida en el plano
OYZ (y20, z20).
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TEOREMA DE STEINER. Momentos de inercia
Relaciona los momentos de inercia con sus momentos
relativos respecto al centro de masas, y a ejes y planos
paralelos que pasan por el centro de masas.

Respecto a un punto
IO — ICM +m- dz(O, CM)

Respecto a una recta

I, = Loy +m-d*(r, rCM)




TEOREMA DE STEINER. Momentos de inercia
Relaciona los momentos de inercia con sus momentos
relativos respecto al centro de masas, y a ejes y planos

paralelos que pasan por el centro de masas.

Respecto a un plano
I, =L.cy +m-d*(m,nCM)
Productos de inercia

Penr = Prempicm +m - d(m,mCM) - d(', t'CM)




MATRIZ DE INERCIA

Matriz 3X3 simétrica, cuyos elementos son los
momentos y productos de inercia en coordenadas
cartesianas, con la representacion

Ix _ny _sz
I=|—-PFPy I —Py,

_sz _Pyz Iz

Relativa al sistema de coordenadas con origen en el
punto O. Si se elige O como el centro de masas, se
denomina matriz central de inercia.




MATRIZ DE INERCIA. Aplicacion

e (Conocida la matriz de inercia

Ix _ny _sz

I =|—FPy L, —Py,
_sz _Pyz Iz

el momento de inercia del sistema respecto a una recta
con vector unitario u esta dado por

ux
L. =ul -] -u=Ux Uy uz).1.<uy>
uZ




Problemas Propuestos de Examen

Una figura plana tiene forma de sector circular de radio R y angulo
«. LLa densidad superficial de masa es o. Calcular:

a) Momentos de inercia respecto a los ejes de simetria de la figura.
b) Valor del angulo para que la elipse central de inercia sea una
circunferencia.

- Se tiene un cono de masa M, cuya base es un circulo de radio R, con
semiangulo de abertura de 45°, y cuyo vértice esta situado en el origen
de un sistema cartesiano OXYZ. Calcular:

a) Momentos de inercia respecto al plano OXY y al eje OZ.

b) Momento de inercia respecto a la generatriz contenida en el plano
OYZ (y20, z20).



DIRECCION Y MOMENTOS PRINCIPALES

La matriz de inercia es diagonalizable, en un nuevo
sistema de coordenadas con origen en O, con la
representacion

I'' 0 0
I=(0 I, 0
0o 0 I,

Direcciones principales: ejes Ox',0y’', 0z’

Momentos principales de inercia (I'x, Iy, I'Z)




Determinacion de la Direccion y los momentos
principales

* Diagonalizacion de la matriz de inercia I. Ecuacion de
valores propios (1)

[-v=Av
* Direcciones principales: ejes v = (0x',0y',0z")

 Momentos principales de inercia A = (I'x, I,y; I,Z)




ELIPSOIDE Y ELIPSE DE INERCIA
* En el espacio tridimensional (elipsoide)
Lex® + L,y? 4+ 1,2z* — 2Py, xy — 2Py,xz — 2P,,yz = 1
 En el plano (elipse)
Lx? + I,y* — 2Pyxy = 1
* En ambos casos, lugar geomeétrico de los puntos cuya

distancia al origen coincide con el radio de giro del
momento de inercia en esa recta:

a= [t
m




Problemas Propuestos de Examen

Una figura plana tiene forma de sector circular de radio R y angulo
«. LLa densidad superficial de masa es o. Calcular:

a) Momentos de inercia respecto a los ejes de simetria de la figura.
b) Valor del angulo para que la elipse central de inercia sea una
circunferencia.

- Se tiene un cono de masa M, cuya base es un circulo de radio R, con
semiangulo de abertura de 45°, y cuyo vértice esta situado en el origen
de un sistema cartesiano OXYZ. Calcular:

a) Momentos de inercia respecto al plano OXY y al eje OZ.

b) Momento de inercia respecto a la generatriz contenida en el plano
OYZ (y20, z20).



