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m Obietivos

» A partir de la resolucion de la dinamica de un sistema fisico con
un grado de libertad, deducir la ecuacion diferencial de un
oscilador libre (MAS)

> Saber usar la solucion del oscilador libre en funcion de las
condiciones Iniciales

» Resolver problemas de oscilaciones donde intervengan muelles
horizontales y verticales

» Resolver problemas de oscilaciones con arreglos de muelles y
ligaduras del movimiento.

» Determinar la constante de un resorte equivalente a un conjunto
de resortes en serie y paralelo

» Analizar bajo que condiciones un pendulo simple se puede
modelizar mediante un MAS
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m Obietivos

» Saber identificar la dinamica de un sistema fisico con un grado
de libertad, a partir de la ecuacion diferencial del movimiento.

» Saber obtener la ecuacion diferencial del movimiento, en un
sistema fisico con un grado de libertad, a partir de la segunda
ley de Newton.

» Saber obtener la ecuacion diferencial del movimiento, en un
sistema fisico con un grado de libertad, a partir de la
conservacion de la energia mecanica.

» Saberidentificar la frecuencia natural, en la dinamica de un
sistema fisico con un grado de libertad, susceptible de oscilar
como un MAS.

» Saber graficar la posicion, velocidad y aceleracion de un
sistema fisico, a partir de la determinacion de la ecuacion
diferencial del movimiento del mismo.
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Vibraciones indeseables

Tacoma Narrows Bridge
=~ (1940)
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Vibraciones induicidas no controladas,

producen catastrofes:
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m Necesidad de controlar y aislar
A las vibraciones

response at each floor becomes

Ground movement
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Dinamica del
M.A.S

51 esta ecuacion es la de unmas, diremos cue
sisterna fisico s modelzable mediante un

MAS

Si esta ecuacion es la de unmas, diremos que
sisterna fisico es modelzable mediante un

MAS
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Dinamica del M.A.S. Solucion

X (1) + 02x(t) = 0

Solucion del m.a.s en funcion de las condiciones iniciales,
posicion x, y velocidad v,

X(t) = A(X,,V,)Cos(w,t +0(X,,V,))

Las constantes de integracion se obtienen como:

Mg L XoWo
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X(t) = A(X,,V,)Cos(aw,t +0(X%,,V,))

Oscilaciones muelle-masa

k
—x =0
m
It
k
4r

‘4:;//,;\\\ T
37/2
Vo

A< OV 5 an | -

Juan José Miralles Canals. Centro asociado UNED. Albacete Curso 2016-2017

0 1 1 | : >
7[/2 ﬁ\/ﬁ v t
O XOWO 44



m Oscilaciones péendulo ideal
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m Oscilaciones péendulo ideal

: I Segunda ley de Newton
0 X [ ee
4 I 5 mx = —1 send
g — -
— It d (1]
my = TcosO —mg
Angulo pequeiio 9 <<
‘ _ L 1 —
Tsen@l - mx ~ —10 senf ~ 6
x=(} 5 (1] e
, my ~T —mg cosf ~ 1
Geometria - 7
. x . o0 oo
sin 0 = 7=>x:lsm9:lf)=>x:l@ -
y ') oo X
cos 0 = }—:}y:ICOSHzI:(Ste:)yzﬂ mx = _”lgT

I'~mg
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Oscilaciones péndulo ideal

mx = —mg% :;+j%|x:0
o0 g o0
0 +|—10=0 x(t) Hogx(t) =0

o o [
1-U{|2 = 2 — Wy = 2 — 1T =2n —_
[ V [ V g

X(t) = A(X,,V,)Cos(w,t +0(X,,V,)) 1
ACYANE
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Fl4
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L+x AY
F=-
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L
Dinamica:

F—mg = ma

Oscilaciones elasticas

—— 7

X

H Elasticidad
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Deformacion  ©°

(Deformacionn < 0.1 % I)

e

Oscilaciones elasticas

. AY 0
X+ x+g =(
F Lm e
Lm

Se cuelga un cuerpo de masa m del extremo de un alambre,
el alambre se alarga, y luego se somete a vibraciones.

—

. AY _ Equilibrio:
v+ =01 ~ 47
' Lm - F=mg-= 7 e
7 |mL
‘e g ) - J;l } g F
v+ — v=»4
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Oscilaciones elasticas
k

L 1)
—_V X+ —x=0
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PTV-2.1

PTV-2.1- Se cuelga una masa de 3 kg de un alambre de
cobre y se deja oscilar libremente en la direccion
vertical. ;Cual es la frecuencia (Hz) aproximada de
oscilacion? (La longitud del alambre es L= 36 cm y su
superficie es A =2.0 x 1077 m?)

k, = ﬂ r
T I y Al .
0101010101919, VT V=
‘ Lm-

7 -9 "L ) ||| 3kgx36x 107 m 0 044

=21 — =27 = — = 0.044 s
\ Al \;' 20 x 1077 2 x 11 x1010 2%

V = —1 =22.72Hz
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Oscilaciones en fluidos. PTV-2.2

PTV-2.2- Un tubo en U abierto por ambos extremos, en
contacto con la atmosfera, esta lleno de un fluido
incompresible de densidad p. El area de la seccion
transversal A del tubo es uniforme y de valor A. La
longitud total de la columna de liquido es L. Se utiliza un
piston para presionar la altura de la columna del fluido, en
una longitud x,, en uno de los lados del tubo, y a
continuacion, se elimina rapidamente el piston. ;Cual es la
frecuencia del movimiento resultante? Suponer {flujo
laminar y que no hay rozamiento en las paredes del tubo U.

Después
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PTV-2.2

oy = Cie
Am = pAzx Em

= dz/dt

E = Amge = (pAz)ge = pAgz?®

_L .
1 . .
Em:EanEI, = —pAI/t-'2 + pAgz?

dE,,_ dv d
0= 7 ALid——FZpAgx 7 dﬂm
; —0 _L : | 2 i ,l"—
Y P - ar =
- P PR . 2g VI
X+ —x=0
L
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Péndulo fisico

smd ~ g _ E _

Mp =PGna ; = —smb@bmgk

) —sinfbmg = Ip, c}f}

e —-0bmg=1I1p,6
.
. b I}Ig M.A.S . ,
olsy | 0+ g=0 x(t)+ ogx(t) =0
7 J!]r.l.‘-l:'.E'
W~ = bmg — Wy = _| bmg —T=2nr i
Ip, \ Ip:z \ bing

Juan José Miralles Canals. Centro asociado UNED. Albacete Curso 2016-2017



PTV-2.3

PTV-2.3-Calcular el tipo de oscilacion y el periodo de
oscilacion, en su caso, de los siguientes péndulos fisicos: a)
Una regla de masa m y longitud L, respecto de un extremo.
b) Un anill6 homogéneo, de radio R y masa m, suspendido
de un punto de su periferia. ¢) Un disco homogéneo de
masa m y radio R, suspendido en un punto de su periferia.

Regla Anillo Disco

i
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PTV-2.3

Anillo ° = &
Ip.=1q.+m R* =mR*+mR*=2mR*

“ Dbme
H+.2R

0+ —=60=0
IP.E
o o .'I TR
2 . o e | o . . R -
Wor = 55 =—=Wo = _| — 71 =2x |
2R \ 2R \V g

i ;
L.\'
T b jrff F - "'} o

g + 2 0=0 —© =
9+3}EH _

! Pz

|
= mR* +m R = =

=5

b =R
Ip,=1z,+m R?

.
2_ =& — Wy =
"7V 3R

T 3R
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PTV-2.4

PTV-2.4 a) Obtener la ecuacion de movimiento
para la masa m. ;Oscila? b) En su caso obtener
frecuencia y periodo. ¢) Determinar la posicion de
la masa m en todo instante de tiempo.
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PTV-2.4

Equilibrio Dinamica
6(t) = . +y(t) X

. 5
[y —mg = (—)my(l) y(t)=0

F. = ko(1) —>

y(1)

Fy

L.E
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PTV-2.4

M.a.S

2 _  k 2’7T_ Im
wo—m| >T o 2’7T k

y(t)=A cos(wot + 9)

Mg L XoWo




PTV-2.5

PTV-2.5 (Resortes en paralelo) Una particula de masa m
se desliza por una superficie horizontal exenta de
rozamiento, segun se indica en la figura. Obtener la
constante K del resorte equivalente del sistema de
resortes, sin que cambie la frecuencia de vibracion de la
oscilacion resultante.

k

I
. kz
S

N
kezzki

=1
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PTV-2.5

> _>E}
Fry ™
— |
k} F’}]@ G "
-'r-\\\\\\\*i\H\\\i\\\\\\-\\\\\\\--*
n-um\mm\\--fmm-unm : |N
T
Fkl T Fkg:m :1’:” Y | ke _
—k12(t) — kox(t) =ma(t) :I;(t) | {L‘(t) =0
k1 + ko) > m
i(t)Jr( L 2 () =0
m N L
ke=ki + ko "V T m
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PTV-2.5

¥ ke= k1 + ks
W ok
I < > l’"_'m““—** m

| w__ﬂ

N
kezzki

=1

e —
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PTV-2.6

PTV-2.6. (Resortes en serie) Una particula de masa m se
desliza por wuna superficie horizontal exenta de
rozamiento, segun se indica en la figura. Obtener la
constante K del resorte equivalente del sistema de
resortes, sin que cambie la frecuencia de vibracion de la
oscilacion resultante.

kK,
=AU

3

1 il
kﬂ_i=1 ki
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m PTV-2.6

Kok x(7) = 01(7) + 62(2)
ﬁwww N—-—mg=0
— | — —Fy, = mX(f)
k, : sz - Fkl =0
oIV OAR (A AVAARAAAAAY
gy =t =1
Fkl — kl 51
kI F ky kz sz ~ kg 51
s WA <A _r . r
81(2) §2(2) 0 = PR
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" 1 1y Ky + k1 Y k1 K
Haﬁm W m F = x(1) ( P + ] = x(t)( ] = x() [ ]

| 1 k& k1 Ky ky + kq
—F = m x(?)
1
. ky + Ky
m x(t) + x(7) =0
k1 Ky
1 1 1
— + —
0k ok k,  ky Kk
wwwn m — ~ W
y
L~ 7 i
1 i 1
ke &K
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PTV-2.7

PTV-2.7. Un bloque de masa m = 0,5 kg es libre de oscilar, unido

a un extremo de un resorte horizontal. En el instante t = 0, el
bloque es lanzado desde su posicion de reposo en X = 0, por un
golpe de martillo, que le imprime una velocidad instantanea v, = 40
cm/s. El bloque a continuacion, ejecuta un movimiento armonico
simple con un recorrido maximo de 10 cm alrededor de su posicion
de equilibrio. Despreciar rozamientos masa apoyo horizontal. a)
Encontrar la frecuencia angular de oscilacion, el periodo y la
constante del muelle. b) Velocidad en t = 774 s. ¢) Obtener la energia
cinética, potencial y energia mecanica del bloque. d) Representar
sraficamente las energias. e) Considerar un sistema bloque-muelle
idéntico, que se hace oscilar con condiciones iniciales diferentes, X,
=10 cmyv,= 0. Obtener la posicion de la masa en todo instante de
tiempo. f) Diferencia de fase entre las dos masas. g) Diferencia de
energia mecanica entre ambas masas.

k
'r W m

e
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PTV-2.7

<=F> X(t) Ecuacion diferencial del movimiento
| \ 2 _ 2.2, 2
- 'l'l'LI{'LH m I(I) T wo I(‘f) — 0 A(xg, Vo) = \/xﬂ ‘:l + Vo
0
x(7) = Acos(wy?+48)

Vo
a(xg, vp) = tan_l[— ]
Xo Wo

k \/ X0% WO? + V0! 27 1
Solve[{w::::: - A== ,T==—,v==—},{wo,k,T,v}]/.
I

Wo WO T

(m-0.5, x0-0, vo-40/100, A+ 10/100)

2 n 2 n
H]HB., Vo-—, To--, WO%—@}, {]HB., vo—,T>—, woeilH
n 2 n 2

I b) Velocidad ent=n/4 s W) = = — A wy sin (wp £ + &)
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PTV-2.7

 ,A , 8] :=ACos[wot+85] xm[t, 4, 10/100, Pi/2]

> —>

vm[t ,wo A , &8 ] :=D[xm[t, wo, A, 5], t] _1—10 Sin[4t]

4

2 =z Cos [4 t]
. 2] :

{x:m[f, 4,10 /100, Pi;’2], vm[t, 4, 10 /100, Pi /2] /. {t s E}} vm[t, 4, 10/100, Pi /2]
5

c) Obtener la energia cinética, potencial y energia mecanica del bloque

—lm _li — 2 sen”(w i m
Ec_z VZ—ZWZHVZ—Z%] %ﬂ *(wo £ + ) r
1 1
Ep:Ekxz:EkAlcusz(wur+6) =

1 1 1
Em:Ec+Ep:Emv2+Ekx2:EIIAI:ctE

Juan José Miralles Canals. Centro asociado UNED. Albacete Curso 2016-2017 Leccion 2— Oscilaciones libres




| PTV-2.7

o> e

k 2
— vm[t, wo, A, 8]°;
Wwo?

Ec[t ,wo ,A ,d6 ,k ]:=

[ T I N T

Ep[t ,wo ,A , 6 ,k ]:=—kxm[t, wo, A, 51%;

Em[t ,wo ,A ,06 ,k ]:

Ec[t, wo, A, &, k] + Ep[t, wo, A, &, k]

Ec[t, 4, 10 /100, Pi/2, 8] Ep[t, 4, 10 /100, Pi/2, 8]| Em[t, 4, 10/100, Pi/2, 8]

1 2 L sin[at)?
2 Cos[4t] o5 Sin[4t] — 1

d) Representar graficamente las energias 25

Plot[{Ec[t, 4,10/100, g 8] /. tott, Ep[t, 4,10/100, g 8] /.t tt, Energia ma.s
x 0044 i
enfe, 4, 20/300, 2, 8] /. e s e, \ ﬂ ﬂ ﬂ ” (\ {
2Pi
{tt, 0,3 —} , Frame - True, GridLines - Automatic, 0.03 - — — — — —H —
4 [ m.a.s
FrameLabel » {"t(s)", "E(J) "}, RotateLabel - False, Filling - relleno, F
Plotstyle - { Enoo2 414 ¢ ¥ vy ¥V 8OV ¥V W Ec
{RGBColor[1l, 0, 0], Thickness[0.011], Dashing[None]}, L El:'
{RGBColor [0, 1, 0], Thickness[0.011], Dashing[None]}, [
(RGBColor[0, 0, 1], Thickness[0.011], Dashing[None]} 0.01 — — —] — — | = Em
} . PlotLegend -» {"Ec", "Ep", "Em"}, LegendPosition - {1.1, -0.4}, [
LegendTextSpace » 0.5, LegendLabel » Style['"m.a.s", 10], 0.00 :. N . V ]
LegendLabelsSpac -+ 0.5, LegendOrientation -» Vertical, LegendSize » {0.5, 0. 0 1 2 3 1

LegendBackground -» LightPurple, LegendShadow » {.02, -.02}
, PlotLabel -> "Energia m.a.s”] =)
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m | - PTV-2.7

T

f) Considerar un sistema bloque-muelle idéntico, que se hace oscilar con condiciones iniciales

diferentes, X0 = 10 cm y vo=0. Obtener la posicion de 1a masa en todo instante de tiempo
x(f) = Acos(wy i+ 06)
anl Wuz + Vﬂz

o Iv[t ;, WO , X0 ,vo ] :=D[x[t, wo, X0, vo], L]

¥o
o(xp, vp) = tan_l(— ]
Xo Wo I x[t, 4, f©]
1

o) Diferencia de fase entre las dos masas |

>

\/ x0% Wo? + Vo’ VO
X[t ,wo ,x0 ,vo ] := Cos [wo*t + ArcTan[— ”
WO X0 WO

A(xg, vo) =

— Cos[4d t]

1 10

X2(f) = — cos(471) . . . i
10 La diferencia de fase entre ambos oscialdores es =

1 1
x1(t) = — E sin (4 ¢) = E cus(4t ) |:>

h) Diferencia de energia mecanica entre ambas masas.
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uneo [EAEN PTV-2.7

1 k
Ec2[t ,wo ,x0 ,vo ,k ] :=— —v[t, wo, XD,‘U’O]EF
— — B - 2 wo?
1 2
Ep2[t ,wo , X0 ,vo ,k ] :=—k* x[t, wo, Xo, VO]~ ;
- - - - 2

Em2[t ,wo , X0 ,vo ,k ] :i=Ec2[t, wo, Xo0, vo, k] + EpZ2[t, wo, x0, vOo, k]

1 1 1 1

Em2[t, 4, 10 /100, 0, 8] _ _ - - _ Z 2_ -

Eny = Ecy + Ep, zmv2+2kx2 zkA T
1 ., 1 5
£Cos[4t] +£Slﬂ[4t] E?ﬂlemg:El‘E:ﬁJ
JPor qué?
7, Jd (1 1

-1 . mn

—Em:—(—mx +—kx2]:x(mx+kx) —{J
ot dr \2 2

mx+kx=0 — Em = cte
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PTV-2.8

PTV-2.8 El periodo de oscilacion del sistema mostrado en
la figura es de T s, siendo la masa de B, mg. S1 después de
quitar el bloque B el periodo es T* s, con T >T* y la
aceleracion constante del ascensor es a; = ¢/3. Calcular: a)
La masa del bloque A. b) La constante elastica k del muelle.
c) La longitud de deformacion del muelle en equilibrio en la
situacion inicial.
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§-a,
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PTV-2.8

(mA —+ mB)

El perfode T del sistema (m.a.s) vale: T2 — 4 72 ;

El perfodo T* del sistema (m.a.s), cuando se quita la masa B vale:

Sistema de dos ecuaciones con dos incognitas, m, y k k
2 4 2 (ma +mg) T+ A
Im=dr k @mﬂ:(Tz_T*z)mﬁ
ma
T =dg°—= 4.2 B
k k=dm (TQ_T*Z)
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PTV-2.9

PTV-2.9, Se perfora un agujero con lados lisos y rectos a traves
del centro de la tierra, uniendo un extremo de la superficie de la
tierra con su opuesto. Se extrae del tubo formado, toda la
materia, de manera que quede vacio. Un objeto de masa m se
deja caer por un extremo del tubo y alcanza el extremo opuesto.
Se puede suponer que la tierra es de densidad de masa uniforme.
despreciar la cantidad de masa perforada y la rotacion de la
tierra. Determinar: a) La dinamica de la particula de masa m,
cuando se encuentra a una distancia r, medida desde el centro de
la tierra. b) Tiempo que tarda la masa m en alcanzar el punto
opuesto de la superficie. ¢) La posicion de la masa m, en
cualquier instante, antes de que el objeto pase por el centro de la
tierra.

Juan José Miralles Canals. Centro asociado UNED. Albacete Curso 2016-2017 Leccion 2— Oscilaciones libres



PTV-2.9

2

—gd4xr = -4xGm(r)
N )
1:'3(;) — T }'-1
I m(r) o
_ g
% T % T
L2
G=1t ¢
2 my <
ry=g™M) _L1n (r )3 (I)
O j’ — T — F L LFIF — o o
e I e . g -
— ' —_ a —ar | — — 7 ] =2 _
mg(r)=mi b(rr) 4+ | 0
X(t) T (D(Z)X(t) =0 ML.A.S H’Dz = E = Wy = £ =7=2nr t
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PTV-2.9

b) Tiempo que tarda la masa m en alcanzar el punto opuesto de
= I

la tierra. la superficie.

2 _ & _ | & _ "
Woi=—=w=_|— =1=2x | —

‘?I \,‘ fr ‘\,‘ g

objeto

T [, L 63TIx 108 )

t = =7 ANy =2531.7s =07h
2 \ g \ 981

agujero
¢) La posicion de la masa m, en cualquier instante, antes de que el

g
— T

objeto pase por el centro de la tierra.
1) = r; CcOS (r

|

t

r(0) =1
wW0) =0 (9 — 627 3 981
( ) r) =6371 x10 CDE(GS?I <103
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PTV-2.10

PTV-2.10, Considerar el péndulo fisico compuesto,
mostrado en la figura. Determinar: a) La ecuacion que
rige la dinamica del péndulo. b) El periodo de la
oscilacion resultante, para angulos pequeios de
oscilacion.

= :
7 s

m, |

m.R
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% o “ Dbmg
B 0+ —=60=0
i J-'YP z
, bmg Ibmg
Wy~ = — Wy = ==
g \ N\l 07 Ip, 0 Ip.
. IPz
B \ bmmg
L ol R
L H*{r}'
m = — |
B z + 31
b = . = —
mr =2m 4
SN 2
Ip,==—mil~+|=mR +ml o
: 3 2 2 7
bmrg _ /2 9g] =5
Ip % m I+ i le +m 2 T 8IZ+3R:_
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Vgl

8712 +3 R?

872 +3 R?
ol
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PTV-2.11

PTV-2.11 Un carrito que pesa 50 N esta unido a tres resortes
y rueda sobre un plano inclinado, segun se muestra en la
figura. Las constantes de los resortes son k1 =k2 =83 N/m y
k3= 250 N/m. Si se desplaza el carrito hacia arriba del plano
inclinado una distancia de 75 mm a partir de su posicion de
equilibrio y se suelta con una velocidad inicial de 375 mm/s
hacia la parte superior del plano cuando t=0, determinar: a)
El periodo, la frecuencia, y la pulsacion angular de la
vibracion resultante. b) La posicion del carrito en funcion
del tiempo, ¢) La amplitud A de la vibracion resultante.
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Equilibrio
X(t) —¥
k,

Fy+F,—F;—mgsind =0 "%

N-—mgcost/ =0
Fi=kid,  © | )//'.

F; =k 4,

ki 6,, +k2 0, —k; 3, —mgsind =0

PTV-2.11
@ Dinamice Fr+F; —-F; —mgsinf =mx
N—mgcostd =0
Iy =ky 8,(1)
Iy =k 8,(1)
I3 =k; 6,(2)

" &y 8,(t) + k2 8,(t) — k3 8,(t) —m g sinf =m X

8,() = 8, —x(1)
8,(t) = 5, —x(1)
5,(t) = &, +x(t)

L.E

ki (8, —x(t)) +k2(5,, —x(0)) —k3(J,, +x(2)) —m g sind =mx
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PTV-2.11

mgsinl|\—x(O)(ky+k:+k;) =m x

. ky +k»+k
I1“_(1 2 3).1:(1‘):0
m

i

(k; +ky +Kk3) _ (ky +k2 +k3)
@ m.a.s | = Wﬂ:\/ T‘”\/ -
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9.03 E 0.70s

LY
75 375 |
1000 ° 1000

| masIniciales [t , 2.03,

| 0.0827298 Cos[0.505687 - 9.03 €]

x(?) = 0.086 cos(9t — 0.51)
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PTV-2.11
x(2) = 0.086 cos(9t — 0.51) .
LU ):l

» Inercia y muelles )

» Condiciones iniciales
» Opciones de grafico

EDSicicﬁn del m.a.s PTV1 12.cdf
0.0% f\ I
x(my 0.00
_0-05 \J M. d.:2

L(s)
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PTV-2.12

PTV-2.12 Dado el sistema mecanico de la figura a)¢oscila
el sistema? b) En caso de que oscile, obtener el periodo de
oscilacion. c¢) Encontrar la posicion en todo instante de
tiempo, de cada una de las masas del sistema mecanico
propuesto. Considerar m = 65 kg, k = 80 N/m. y que la masa
en contacto con el muelle se desplaza 60 mm hacia arriba de
su posicion de equilibrio, con una velocidad hacia abajo de
80 mm/s2
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Equilibrio PTV-2 12

H 5L #1 DSI#2
@ = [l
q m
| 4
m N l mg
T - F,—mg senf = 0 g
N — Mg Ccos 9 — O Equilibrio Equilibrio
P, = koe
Resolviendo el sistema de ecuaciones para el equilibrio:
(1 — 2send)
e =
I
gm
T = Z—
2
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Dinamica PTV-2.12

Ahora consideramos la sttuacion dindmica, cuando la particula m, sobre el
plano asciende z(t), respecto de la posicion de equilibrio, y la particula m, ver-
tical, desciende y(t):

DSL #1 7 DSI#2
0" IE;
. j lif(r)
&~ B
ngd \N l mg
dinamica dinamica
T — Fp, —mg senf =
N —mgcogf = (0
F_:ﬂ = koe

2T —mg = ()il
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Dinamica PTV-2.12

Ligadura cinematica entre los dos bloques ?

La longitud de {a cuerda es constante:

e’
e IJ"
L=cde=0a+2b :|ﬂ:. — () + 200+ y (&) |:> 2(8) = 2y(&) |
g% — kde —mg senf = 0 )
y(t) = @ DT — 2kde — 2mg send — 2ka(t) = 2ma(i) >
2T —mg = [—}m%ﬂ

-/
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m PTV-2.12
g% — koe — mg senff = 0
2T — 2kde — 2mg send — 2ka(t) = 2m55(t) 3

2T —-mg = (-)m =)

(
2

= — koe — mg senfl =0
L}J/—ng senf + mg|- 2ka(t) = 2ma }
ke
m

) =

Emm(ﬁ) ka(t) =0 =— z(t) + % z(t) =0 —

4
/4 k rad
m.a.s Wy = 4/ —
hm 8
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PTV-2.12

A cos(wy f+ 0)
x(7) A

— = — CcoS{wg ?+9)
2 2
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Medir x desde la posicidon de equilibrio estatico, no desde la
posicion indeformada de muelle.

Horizontal Vertical

Ecu de Mov (Z F = may)
—k(% +x)+?é = mX

k(B +) _kX — mX

Pendient
ShCien’e . k(s +X) _ Ecu, de Mov (Z Fo= max)

Posicion de equilibrio

—k(%drx)tmgfs‘m/@:mx

—kX = m¥X

mg N
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PTV-2.13

PTV-2.13 Una masa de 4 kg esta suspendida en
un plano vertical segun se indica en la figura. Los
dos resortes estan sometidos a traccion en todo
momento y las poleas son pequeias y estan
exentas de rozamientos. Si se lleva la masa a 15
mm por encima de su posicion de equilibrio y se le
suelta con una velocidad de 750 mm/s hacia abajo
cuando t =0, determinar: a) La ecuacion
diferencial que rige el movimiento. b) ¢Oscila el
sistema? c) En caso de que oscile, obtener el
periodo de oscilacion, frecuencia, y amplitud de la
vibracion resultante. ¢) Encontrar la posicion en
todo instante de tiempo de la masa de 4 kg. d) El
menor tiempo t >0, correspondiente a la posicion
nula de la masa m.
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¢ = Equilibrio
¥ 1 52&%1&
273 Fél

PTV-2.13

Dinamica

-

2T -F;—-mg =my

M~ 9
A— S
s

.T T:FZ
I :kzé;,
| F1 =k J
mg

<
S NN

2k—k1@—mg =m y

T = F, rlbmg T
Fi=kidy, = F g Ek
2 =kz &, e ‘1= k, :f' 1
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PTV-2.13
0, (1) =0y -2y O =01, 1Y

2k 6, k1 oy —mg =my
2ky Ope —h1 &y ,—mg =0

2k2(0y, =2) ~ki(die +y) —mg =m y
2k 8, —ky J;é—mg —y(dky +k) =m y

4 .. 4k +k
—y(dhy k) =my —=> j 2L, 9
i
oo Ok 4k +k ™
x(t) + 02x(t) =0 = wi = Zm : T:”\/MHM
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PTV-2.13
41{2 +k1

m

2

y=0

I

ke _ 4k2 +k1

' m
I o
sk rad
\/L /. {ky > 1000, k -> 1000, m->4} | 25+/2 | 35.3553 35.36 —
In
s

27

z
[amm 000 ks o5 1000, m o5 4] \;ﬂ 0.1777150.18 s
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Condiciones iniciales PTV-2.13

Si se llevala masaa 15 mm por encima de su posicion de equilibrio y se le suelta
con una velocidad de 750 mm/s hacia abajo cuando t =0, determinar:

. ¥ (&) = ACos [(wy €+ &)
= w/X_(Doﬁ‘Vb
= .. - 15 =750
b = masIn:LcJ.ales[t, 2542, ; ] // N
' 0 1000 1000

0.0259808 Cos[0.955317 +35.3553 t]

k.
B ) oo Y
<. 5(x,,v, )= arctan W, w1 _‘ .1‘ + { )

-750

masGrafIn:LcJ.ales[t 2542 4 ;
1000 1000

4 ciclos-Mas p(&) =0.027 cos (35.36t + 0.96)

-0.01

-0.02

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
£ [s]
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PTV-2.13

d) El menor tiempo t >0, correspondiente a la posicion nula de la masa

m. t1/ v(t)) =0.027 cos (35.36t +0.96) = 0 =

cos (35.36 ¢ + 0.96) :3,0
(35.36¢ +0.96) = >

t = 0.017 s

15 ~750
1000 ~ 1000

4];

‘ masGrafIniciales [t, 2542,

4 ciclos-Mas () =0.027 cos (33.36¢ + 0.96)

z(t) (m) y

-0.01

-0.0z

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
t [=]
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uneo PTV-2.1
PTV-2.14 Un blogue que pesa 100 N se desliza i |
por una superficie horizontal exenta de = {

rozamiento, segun se indica en la figura. Los dos
resortes estdn sometidos a traccion en todo
momento y las poleas son pequenas y exentas de ‘
rozamiento. Si se desplaza el blogque 75 mm

hacia la izquierda de su posicion de equilibrio y

se suelta con una velocidad de 1.25 m / s hacia la

derecha cuando t = 0, obtener: a) La ecuacion

diferencial que rige el movimiento. b) ¢Oscila el

sistema? c¢) En caso de que oscile, obtener el

periodo de oscilacion, frecuencia, y amplitud de

la vibracion resultante. ¢) Encontrar la posicion

en todo instante de tiempo de la masa que pesa

100 N. d) EIl menor tiempo t >0, correspondiente

a velocidad nula de la masa m.
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PTV-2.14

‘quilibrio L) =a+2b Dindmica

e | 7
@ - L(t) = a—x(@)+2(d +y())
T T—Fr Zlﬂ;ﬁ.’}'
b N—mg =0
T &7
2T —F, =0
Iy :kIJ!(I)

;T’ vt Fy =k 8,(0
I a—x@)+2h—-—y@)=a+2b

2T -F, =0 45 x(7) = 2 y(1)
e I‘ @ 8,(t) = J + x(1)

B,(t) =5, — ylI)
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uneo PTV-2.14

T—FI =mx \

2T —Fy =0
Iy =ky 0,(1)
I = k3 2,(1) l s,
0,(1) = 3, +x(1) k2 k2 ., Bt
SO =6,—yt) | 2 ¢ k“’?f""‘{T"’”]:””
W) =0 ¥ .
kf A on)o
?d;z_klﬂjza My 7)) =mY
K

X(t) = 2 y(t) wa:\/"k”kz w00 (= +E)

4m s X+ x =40

£ m
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PTV-2.14

x (&) = ACos (¥ £+ 35) 5(x0,v0):arctan(_ v, j
XOWO
A\ Jx2ol +v2  Sise desplaza el blogque 75 mm hacia la izquierda de
®, su posicion de equilibrio y se suelta con una velocidad
de 1.25 m/ s hacia la derecha cuando t = 0,
x(#) =0.14 cos(10.7 t + 1.00)
‘ masGrafIniciales[t, 10.7, ~° i.os, a]; t1f yty) =014 cos(10.7t + 1O =0 =
cos(10.7t +1.00) = 0
dciclos-Mas  X(f) = 6.14 cos(160.7 t + 1.00) 7
A AN (1071 +1.00) = —
0 c.)5 ‘ ‘ I ‘ ) A
| { < i =024 =5
(L) (m) 0 2
NMAVARVIE
Vi VIV
=5 1t (5] 1.5 2
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PTV-2.15 Una masa de 8 kg se desliza por una
superficie horizontal exenta de rozamientos,
segun se indica en la figura. Los dos resortes
estan sometidos a traccion en todo instante y las
poleas son pequenas y exentas de rozamiento. Si
se desplaza la masa 25 mm hacia la derecha de
su posicion de equilibrio y se suelta con una
velocidad de 800 mm/s hacia la derecha cuando
t = 0, obtener: a) La ecuacion diferencial que
rige el movimiento. b) ¢Oscila el sistema? c¢) En
su caso el tipo de vibracion, su frecuencia
natural, periodo y amplitud de la vibracion
resultante d) Encontrar la posicion en todo
Instante de tiempo de la masa de 8kg. e) El
menor tiempo t >0, correspondiente a velocidad
nula de la masa m.
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A

PTV-2.15

400 N/m

B ;@:Hmﬁ -

300 N/m
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PTV-2.15

ky S

Equilibrio

3, — 27, =0
71 = k10m >
Ty = kaydes

Dinamica
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PTV-2.15

k} kz 8T2 — 2T1 — m:x:

E | : Ty = k10a(t)

'“F-a : . i T2 — k252(t)
bj" -_—— —— - S _

~ L1 =8 ;Z1 =cte =851 +381—0e1 =251 - 0a
Ligaduras —

L2 =2S2+52 = cte= 2S2+S2—6e2 =3S2—6e2

m— 251 01 = cte= 2(S1+x(t))— §;(¢)
352—0ep = cte = 3(Sy — x(t))— J(t)
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PTV-2.15

STQ — 2T1 : mﬂﬂ
Tl — k‘lﬁl(t)
TQ — k’g(SQ(t)

Bko(8eo — 32(t)) — 2k1(0e1 + 22(8)) = mx
f=

m:c + $(9k2 + 4k1) +‘8k‘25§/2k1561 — ()
» Oko 4k
— T ] (9ko+4k1) —
Tr
T "'W%*
| | ;

e
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| Oltdk) g = F 700z = 0

d
we = V700 = 107 ~ 26 46m A )

Para las condiciones 1niciales:

m PTV-2.15
E

25
\/ Yo = Tooo’t T }
CEQ?UQ —+ CU . . — 800 m }
z(t) = v Ucos(wgt+tan_1( *o )) 0 1000 s
Wop Loy
z(t) = 0,039 cos(26,46¢ — 0,88)m
4 ciclog-MAS
0.0 Fr—T AT FC
0.02 n n ()
2 (L) (m) 0
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PTV-2.15

d) El menor tiempo t > 0,correspondiente o velocidad nula de la masa m
o(t) = %m(t) —> o(t) = 1,088 sin(26 46t — 0.88) m

buscamos un £ tal que: () = ) —>
sin(26 46 — 0 88) = 0

t* = 0.033s
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PTV-2.16

PTV-2.16. Un piston de friccion despreciable de masa m y seccion
transversal A, esta rodeado por dos camaras selladas de longitud
total L. Cuando el piston se enceuntra en el centro de las camaras,
las presiones son las mostradas en la figura. Puede despreciarse
cualquier efecto de sobrepresion asociado a la pequena anchura
finita del piston. Determinar: a) Posicion de equilibrio estable a lo
largo del eje X. b) Obtener la ecuacion del movimiento del piston. c¢)
A la vista de la ecuacion del movimiento del piston, ;Oscila el
piston? d) En su caso determinar el periodo de la oscilacion del
piston. A
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A
m _ \ m :

PTV-2.16-a)

PTV-2.16. a) Posicion de elquilibrio estable a lo largo del eje X.

« Estado inicial (1). Pistén en L/2

e Estado (2). Piston se ha desplazado X (t) a la derecha—

A
m m
) PN P, L
F F
li ld
| >
» el
0 L2 I .
P |m m
2 ’ I 1_’1, —ipes 44—
2d
—_— I
| >
| .
0 X "
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uneo| I PTV-2.16-a)

PTV-2.16. a) Posicion de elquilibrio estable a lo largo del eje X.
A
I v, N |" P, . Boyle: P, V= P,V,

, F

! “ MMPF ]

' — ] 3PL
o - L P 4x=3R(E4)=F = -
X

2 Bl ﬂf
X L : “P 41 _\_ p(L __RL
; J AL -x)=P ( 5 A) P 9

|
[

[~

Posicion de equilibrio: 2 F= Si i 4 - :(L }j”fq] 4 =
m - : ={)
ro e " )
F:?d 3
eq IL
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PTV-2.16-b-c

PTV-2.16. b,c) Obtener la ecuacion del movimiento del piston. c¢) A la
vista de la ecuacion del movimiento del piston, ;Oscila el piston? d)
En su caso determinar el periodo de la oscilacion del piston.

3AF,L AR L

L F = — X
1 3P, \ P, - Z v
o 2x 2(L — :r:)

é . . 34PL  APL
g ek F, _ X — — — ()
Lx "H‘u 2x 2([, — J,:)

| o Linealizar

- AF, L 3 N | 0 No

X — _ Y

2m x (L—x) Taylor: x,=3L/4
o . (3) .
f(*{‘) = _j + 7 i - f{ﬂ‘) =f(£1} + fff)(x — a.} + fé'a) E:I . a_}i + fg—:ﬁ)(i{: . H.}3—|—
1 3 3 1 1 3

7= (I- -X, E) ' (E " (L —.TE)E](.T_.TE) ' ((L “v)P ?](.T—.*re)l +O((x - x,)°)
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PTV-2.16-d
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PTV-2.17

PTV-2.17. Considerar el "flotador" cilindrico de seccion transversal
circular y masa m, mostrado en la figura. a) En el punto de
equilibrio estable, determinar el nivel del agua por encima de la
parte inferior del flotador? b) Determinar la ecuacion de
movimiento del flotador. ¢) ;(Oscila el sistema? d) En su caso
determinar el periodo de la oscilacion. A

s
SE—
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PTV-2.17
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