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m Obietivos

> A partir de la resoluciéon de la dinamica de un sistema fisico con
un grado de libertad, deducir la ecuacion diferencial de un
oscilador amortiguado (MAS)

» Determinar la constante de un amortiguador equivalente a un
conjunto de amortiguadores en serie y paralelo

» Saber usar la solucion del oscilador amortiguado para resolver
diferentes problemas fisicos, con un grado de libertad.

» Diferenciar entre amortiguamiento subcritico, amortiguamiento
critico y amortiguamiento supercritico

» Conocer el significado del factor Q, para oscilaciones
amortiguadas.

» Diferenciar entre solucion transitoria y solucion estacionaria
para un oscilador amortiguado
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Diapositiva 5

J1

Imagenes de una cabeza humana obtenidas por resonancia magnética (IRM)
Juan.Miralles; 07/02/2012



Vibraciones indeseables

Tacoma Narrows Bridge
=~ (1940)
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Vibraciones induicidas no controladas,

producen catastrofes:

e ey

Sichuan Province,

M w o S
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m Necesidad de controlar y aislar
A las vibraciones

response at each floor becomes

Ground movement
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m Oscilaciones amortiguadas

Las oscilaciones amortiguadas aparecen en un sistema fisico
cuando tenemos en cuenta las fuerzas de friccion. Desde un
punto de vista energético, cuando tenemos en cuenta las
fuerzas disipativas que tienen lugar en el sistema.

Un caso mmportante de fuerzas disipativas son las que se
modelizan mediante la expresion

F=-bv

donde el signo (-) indica que la fuerza de rozamiento y el
vector velocidad del amortiguador son opuestos. El coeficiente
b, se denomina coeficiente de amortiguamiento viscoso. En el
S.Isuunidad es N m s, en el U.S. Customary system es: Ib s ft!.
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m Amortiguador viscoso lineal

El amortiguador viscoso tiene lugar de manera natural cuando
sistemas mecanicos como el péndulo oscilan en un fluido, aire ,
agua, aceite...

Desde un punto de vista mecanico, El dispositivo esta formado
normalmente, por un émbolo que se mueva en el interior de un cilindro
lleno de un fluido viscoso, de manera que el émbolo empuja al aire o
fluido a través de un pequeino orificio - la fuerza necesaria para expulsar
el liquido es aproximadamente proporcional a la velocidad del émbolo. Al
movimiento del fluido se opone la accion del fluido.

| s
AIRPOT DASHPOT PERFORMANCE SPECIFICATIONS | http:/fwww.airpot.comfhtmijdashpot.htmi]

i%’ii’:g

0
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Amortiguacion por empuje frente a

amortiguacion por traccion
Dashpot b
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m Muelles versus amortiguadores

Muelle Amortiguador
iR
6- i I )
47 13 ?F
] No deformado 1
27 '
] deformado H
]
r~
o |'El
47
Fuerzas ejercidas Fuerzas actuando

por el gnlnrﬂg]m{]nr sobre el Hlllﬂrligllatlljl'

. . . F

Fuerzas ejercidas

por el muelle Fuerzas actuando
sobre el muelle

Un amortiguador es como un resorte, salvo que ¢jerce fuerzas que son
proporcionales a la velocidad relativa_de sus dos extremos, en lugar del
desplazamiento relativo de los mismos, caso del muelle. El dispositivo es
muy util para amortiguar las vibraciones. El dispositivo esta formado,
normalmente, por un émbolo que empuja a un fluido, aire, aceite..., a
través de un orificio pequeino - la fuerza necesaria para expulsar el
liquido es aproximadamente proporcional a la velocidad del émbolo
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Muelles versus amortiguadores

Elemento Modelo
k
Vi VVVV Vo Fk=k(J/’2—J/’1)
Resorte
— /
7 y.: | 1e= bﬁ”’?'}’
Amortiguador

Un amortiguador es como un resorte, salvo que ¢jerce fuerzas
que son proporcionales a la velocidad relativa de sus dos
extremos.
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Modelo

Fr=k(y,—y1)

Amortignador

d
Fo=b— (1=
b y 2= N,

Fr=k(nt) = yi(6)) =k L(1)

l
Fy=b— ()= n(t) = b
dt

d Lt
— I.(t
dt

El amortiguador se comporta como una combinacion de un
amortiguador y un muelle, conectados extremo a extremo. Hay que
tener en cuenta que cuando se dibuja un diagrama de solido, que
muestra las fuerzas ejercidas por un amortiguador, siempre se debe
asumir que la longitud del amortiguador es cada vez mayor, de modo

que las fuerzas ejercidas por los extremos del amortiguador son

atractivas.
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m Oscilaciones amortiguadas. Modelo

fisico
Supongamos un sistema formado por una masa m unida a un
muelle 1deal horizontal. Este sistema realiza un m.a.s. Vamos
a modificar su dinamica introduciendo un amortiguador,
modelizable con la expresion:

F=-bv

Aplicando las leyes de Newton a la particula de masa m
se obtiene la ecuacion diferencial que caracteriza una
oscilacion amortiguada.

g
]
4
2

oo ¢ 0 . D ...............................
XO+2y X(O)+ @y X()=0] o= emmee
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m ReEresentante canonico de las O.A.

% Y . X "
I " Cox) <
b : V()€
I-k :m b FT i a(t) «<— |
MW | <~ . ¥ .
— W —— — . >
EjeY) N - mg =0 T

EieX) bx (t) +kx (t) =-m X (t)

W2=£ X (£) + —x (£) + — % (£) =0
- m m m
I &
Y: 2 - - - 2 _
m X (E) +2yx{(t) +w'x(t) =0
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Solucion de 1a ecuacion

diferencial

Hemos visto que el problema de un sistema fisico, sometido a una
fuerza amortiguadora, se caracteriza por los parametros, m (masa
del sistema), kK (constante que nos indica que el sistema, si no
estuviera sometido a amortiguamiento, realizaria un m.a.s) y b
(constante de amortiguamiento del sistema). Estos parametros
fisicos se traducen en los parametros de la ecuacion diferencial (®,,
Y, ).
b (T O 0,
v=2m XO+2yx@)+wiox@=0

k
(1)3 P Frecuencia natural del sistema

m
_ 2 .2
(DY—JODO—Y
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Método para encontrar la solucion

Aplicamos el método de resolucion de ecuaciones diferenciales de
segundo orden con coeficientes constantes. La solucion es
proporcional a una combinacion de exponenciales que dependen
del tiempo y parametro A. Se sustituye este candidato a solucion en
la ecuacion diferencial y se obtiene una ecuacion algebraica para la

incognita A . X ( t) o ekt

2 2
7\. +2Y7L+% =( N X(t) — Cleklt Czekzt
A=-ytiw, =A,A,

De las condiciones iniciales de ~
posicion y velocidad, se obtiene X(O) :CI +C2

para cada problema particular, R

un sistema d§ dros .ecuaciones X(()):Cl}Ll +C27\.2
con dos incoOgnitas  para _
determinar C1 y C2.
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Clasificacion de soluciones

X () + 27 x() + 02 x(t) = 0

Y= =" o= -y

2m m

Oscilacion amortiguada
Solucion general

Amortiguamiento Amortiguamiento Amortiguamiento

Subcritico Critico Supercritico
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Amortiguamiento subcritico

0> 7 En esta categoria se encuentran las oscilaciones donde la
o, €R fuerza de amortiguamiento no es la dominante.

X(t)=Ce” Sen(w,t+9)

2
2 é I (Vo | ZYXO)

Donde las constantes C y 0, se determinan a | X(QY
partir de las condiciones iniciales, x, y v,: tand = X

\
Vo TYXo
El movimiento descrito por esta solucion consiste en una oscilacion de

frecuencia ®, con amplitud no constante, C(¢#) = C e 7, que decrece
exponencialmente con el tiempo. El periodo de la oscilacidn es:

2T
T}/ :E
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Amortiguamiento subcritico

0.06 AKC RS x(£)=C e S&P?(c’d??f + 5)—;
| | ]
0.04
/ -
0.02 —f \\ | L, :sz
O Jsm(m :’N S |x
o < r

-0.04 |

~0.06 |

0 0.2 0.4 0.6 0.8 t
Oscilacion amortiguada subceritica. La linea a trazos, rojo, nos la

la osiclacion del seno con frecuencia angular ., ¥ la linea azul, nos la
variacion de la amplitud de la oscilacién con el tiempo.

Juan José Miralles Canals. Centro asociado UNED. Albacete Curso 2016-2017 Tema 1 — Leccién 3-Oscilaciones Amortiguadas



Amortiguamiento supercritico

A, Y A, son reales, de forma que la posicion x(t) no es

(002< yz una combinacion de exponenciales con exponentes
OW=X & imaginarios, el sistema no oscila. La viscosidad es tan
Y

alta que domina sobre las oscilaciones.

At At Xty
x(t)=C,e™" +C,e™ (®
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2 AR
Wy =Y
(oy—()

x(t)=(C, +C,)e "

Amortiguamiento critico

La situacion de amortiguamiento critico mide la
menor cantidad de amortiguamiento necesaria para
que el sistema no oscile, Es el punto que separa el
movimiento oscilatorio amortiguado del sistema del
movimiento no oscilatorio, o aperiodico.

La solucion anterior no es la mas general posible, la solucion mas
general es: x(7) = (A, 4, t) e 7, donde observamos que la solucion
critica es una exponencial decreciente, no hay oscilacion.

L L L L

k|c

T

m=1kg k=9 N'm

t(s) . . .
30 Condiciones: %, = 30 mm, 5%:0

overdamped

= ~_b=15Ns/m (W‘)2 < ¥2), Sobreamortignamiento

~b=6Ns/m( W02 = 72-), Amortiguamiento critico
10}

critically damped

0 ! R |
0 1 2 3 4

x(mnt)
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Ejemplo de oscilacion amortiguada

Oscilacion muy debilmente amortiguada : 5 =0.01, m = 15, & =60

®?,=k/m=4
v=b/2m=3.3-10
0 E P
.I(m) II-'IIII I"lllll IIII.I'; WD — 2 rad
/ \ ) s
/ \ /
14 IIII|'I I'. {
! y
/ L] !
{ IL'
/ \ /
o 1 .|III 1 Jllll. ] l'll L i
Il',l z ,"I 3 qh'. 5 ."I I(S)
IIII|I I||III ‘I\I Il-lllll
II.I .,-" II.I .I
III| II IIII ||I
Bl e | I,"Ill L .l"
\ | \ }
I". .-'I \ !
\ / \
l'"-.l ) l"'-,l > /
—s0 L N ) .

L.a oscilacion del sistema, practicamente no se diferencia de un m.a.s

Juan José Miralles Canals. Centro asociado UNED. Albacete Curso 2016-2017
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Ejemplo de oscilacion amortiguada

Oscilacion muy debilmente amortiguada : b =0.01, s = 15, & =60
Oscilacion debilmente amortiguada: |h=1,|m = 15, & =60

i (020=k/m=4
LR =24 y=b/2m=3.3-10"
xXfmyp | " E:
( ) i '.Ill ! '.III ll.l'r I ad
| \ / | J Wo = .
1) : II'. FIIl I",I .III.
I| Illl I'.I |'I
! “ '
\ \
iy : | | | g b s { (‘F)
u / | /
| i 1 !
! JI,F 1., |
-Li \ \ /
-Illnl / 'II lIIIl. F -'II
Il'-_l‘ l,-'-l 3 g .-".
-0 b S’

L.a oscilacion del sistema comienza & diferenciarse de un me.a.s
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Ejemplo de oscilacion amortiguada

Oscilacion muy debilmente amortiguada : 5 =0.01, m = 15, & =60
Oscilacion debilmente amorticuada: A=1. s = 15. & =60

Oscilacion amortiguada :

E—.
20 F

b:lﬂ,l m =15 &k =60

o’ ,=k/m=4

x(m) | 2T y=b/2m=3.3-10-1
15 f \ T =
\ rad
i .IIII (D,Y Wﬂ' = 2
10 f "-.I s
: " rad
l"-l .~ W, = '\/4 —0.332 =1.97
S F I| e w_‘. ’ 5
. IIII -'"Il .H‘w .
i IIIII i i i"llll i i I:l m': B i Fign e :--T i
J:i.l L ,:"I & T 5 ) J_f'_r B I(S)
\ / g
=K :'. lIII.
Ill'ul. ll.llI
-10 N\ 4

L.a oscilacion del sistema se diferencia de un m.a.s
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Ejemplo de oscilacion amortiguada

Oscilacion muy debilmente amortiguada: 5 =0.01, 2 = 15, & =60
Oscilacion debilmente amortiguada: p=1, m = 15, &k =60

Oscilacion amortiguada: 5 =10, w2 = 15, £ =60

Oscilacion muyamortiguada :(b=40; m=15, k =60

HLED

O=cilacidn oy amorbiguado. b =50, o =15, k = &0
200 =
®?,=k/m=4
. v=b/2m=1.33
rad
i Wp = 2
1o | S
o = = [ -
S rad
w, =\ 4— 1332 = 1.49
| ‘ ¥
—=zo
P

No Oscilacion : b=60, m=15, k =60 = w,=7Y* A. critico
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Ejemplo de oscilacion amortiguada subcritica

Las curvas en azul nos dan la variacion de la amplitud C(t) = C e

Las curvas en rojo nos dan la oscilacién sinusoidal Sen(w,t+ 0)

La separacion temporal entre dos maximos nos da el periodo de la oscilacion,
que es constante.., 2T

Oscilacidén amertigquads. b =10, m =15, k = &0 I —

W,

z0

10

...................... . OFk/m=4
:__ 7=b/2m=1.3

®,=k/m=4
| v=b/2m=1.6
I tiempo de relajacion nos mide la vida media del sistema
amortiguado, o vida media del oscilador: t=1/y

=Z0 -
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Caracterizacion amortiguamiento subcritico

» Tiempo de relajacion: T = = |
v' Medida de la vida media del oscilador T = 7_/
» Decremento logaritmico en amplitud: A = =
v’ Mide el decrecimiento en la amplitud T;/ 14
=——=2T"
» Determinacion experimental de los T W
parametros del sistema .
X(T
v Decremento logaritmico (A) = > A=lIn ( )
X(t+T,)
v" Coeficiente de amortiguacion () < >

=L
Wo \/(271')2+A2
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Determinacion experimental de &

Mirar dos valores de picos sucesivos, a los tiempos t, and {,=t,+T,

x e X 2 e 7t sen(wytl +0)
X, Le’tsen(wt,+0)
sen(Wt, +0) =ser(wt, +27+03)=senwt, +9)

! X e_7t1
I t nd )(1 ) =€’
2 \/ € “Decremento Iogarltmlco”
Ine’"" = 7/@: 27[—
()= Ce " sen(w, 1+ 8)
27y 27 Yy 2r & _ A
A\ =27 / = = = [ 5_
W, y Y W 1= -4 Jozf + A
“ e
W — 27
s ) _
@, = =@ 7/2 =1 ‘f — ) = ﬁ TF : T\/l 52



Determinacion experimental de

x()=Ce " sen(w, 1+ 8)

Y £ < 1= subcritico

5 = £ = 1= critico
£ > 1= Supercritico
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m Amortiguamiento subcritico:
analisis energeético

Proposicion 1. La energia promedio por periodo de un oscilador
armonico, es igual a: 1. .,
E=—KkA

Proposicion 2. En el caso de oscilaciones amortiguadas con
amortiguamiento subcritico el oscilador amortiguado queda
caracterizado por un decremento exponencial de la energia total.

Energia

E(t) — EO e—2 ! N \\\ i Do
P

< ~

'l--.-__--‘

O- '-—|—|_._._4

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

t(s)

Proposicion 3. 2y es el intervalo de tiempo necesario para que la
energia disminuya en un factor ¢!
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Factor de calidad

Se define el factor de calidad (Q) como un parametro que
nos mide la disipacion de energia en un oscilador
amortiguado. Conforme Q sea mayor la disipacion de
energia disminuye. La relacion entre Q y la energia viene
dado por

Proposicion 4. El factor de calidad esta relacionado con la
energia mediante la ecuacion:

Q — 2 T EaI macenada

E
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TUTV3-1

TUTV3-1 Un péndulo simple pierde 1/1000 de su
energia durante cada oscilacion. ;Cual es su factor de
calidad?
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TUTV3-1

E()—E(t+T) = —— E()

1000

Energia
E(J) 8 \
6'E(t)\
gl q
2 \I\
E(t+T)\H_
0L 1|

AE |E¢+T)-E@®)| 1
E E(®) 1000

o t o0.1t+lo.2 0.3 0.

4 O's
£ ()

E

Q=27n——=2m 1000 = 6283

AE

Juan José Miralles Canals. Centro asociado UNED. Albacete Curso 2016-2017 Tema 1 — Leccién 3-Oscilaciones Amortiguadas



Estrategia para la resolucion de problemas

Dibujar D.S.L.

N d’x .
g — Obtener la E.M m—-+ bx+ kx = 0
wWo d’[k
Obtener la ecuacion canodnica: X+—X=0 2;0)0
m
o}

Identificar parametros w, and C :

Soluciones para {;
‘Subamortiguado™) < £’ <1 X(t) = C&™*™" sin (et + &)
‘Critico™ £=1 x(t)=(CAHCe™
“Sobreamortiguamiento’¢” > | X(1) e_wt C.e

Aplicar las condiciones iniciales para determi/ stantes
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TUTV3-2

TUTV3-2. Un bloque de 5 kg se desliza
por un plano inclinado sin
rozamiento, segun se indica en la
figura. Si se desplaza el bloque por
el plano inclinado 50 mm hacia
arriba a partir de su posicion de
equilibrio y se suelta con una
velocidad inicial de 1,25 m/s hacia
abajo en t = 0. k{=k,=2 KkN/m;
b,=b,=25 Ns/m. Obtener:

1. Periodo, pulsacion y frecuencia de la
vibracion del sistema.

2. La expresion x(t) para la masa.

3. El tiempo para el cual la amplitud se
haya reducido 1% de su valor inicial.
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TUTV3-2

x=0

Equilibrio

T

N —mgcosf = 0~

Fy, — Fi., + mg sent
Fﬁcl — kléﬁl

Fﬁc — ;’.}26,92__

2

|
-

koOeo — k1 0e1 + mgsentld =0| | E
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TUTV3-2

Y Dinamica

Equilibrio L.E
kg (Seg — kl 651 + my sentl =0

—Fy, + Fy, — Fy, — Fp, + mgsent = mm(t)
N —mgcost —
_J 0ult) = der + a(t) Fr, = k104(2)
Fr, = kgﬁg(ﬁ)
(52(5) — 632 — CB(?f) Fbi — blﬁ(t)
_ by, = bﬁm(t)
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TUTV3-2

Equilibrio ko Opg — Ky 0p1 + mg sentl =0
|

Dinamica

—ky (8e1+ (1)) + ko (0o — x(t)) — (b1 + bo)x(t) + mg send = ma(t)

—ky b1 + kg/éﬁg/erQ send|l— (ki + ko) 2(t) — (by + by)z(t) = ma(t)
=
L.E

— (kg + ko) 2(t) — (by + bo)a(t) = ma(t)

| by +a‘bﬁi

T T

x(t) +

(t) = 0
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TUTV3-2

x(t x(t) = 0
(1) + 2=
- :
b |
ky + kg > -
Wo = —VWW—
T !—>x
b) Veamos st el sistema oscila:
wy = T?OWM%QSM
T — QW\/ng/j’iéo — 0,695 s b1 + b 5md
”'}/ p— p— e
v = %: 0;95 144 H: 2m S
rad rad
Wy = 28,28—— >y = 5 —— == Oscila amortiguado

5 5
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TUTV3-2

Periodo, pulsacion v frecuencia de la vibracion del sistema.

d
Juwd -y = /2828 — 52 = 27,8"C
5
2T 2T 1 1
T = 22— _0,.23 L
w278 208 U T~ 033 4.4 Hz
La posicion de m en todo instante de tiempo
50
— xe = Fosicion inicial = ———m
x(t) = Che ﬂsen(wwt +4) 1000

vy = Velocdad inicial = +1?25T
s
52 (25,61)2 4 (1,25 + 5 3, )?

i
g 2 e P J | r 2
\I/,Lﬂ ws + (Zo + YT ] “\,

Co = = = 0,062 m
W~y 27,8
5
W~ T -27.8 55
5§ =tan {{—"—) = tan"}— 00y — 0.95 rad
ToY + To 100 > 41,25

x(7) = 0.062 e sen (27.81t—0.95)m
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TUTV3-2

El tiempo para el cual la amplitud se haya reducido 1% de su
valor 1nicial 2(t) = C, e_hftsen(wwt 1+ 5)

x(f) = 0.062¢>"sen(27.81—0.95)m C(t) = Coe ' =0.062 e

Buscamos €l tiempo en el cual la amplitud se ha reducido en un 1%, es
decir que su valor es 102 C,= 1072 0.062, esto supone resolver la
ecuacion exponencial siguiente:

; | _ _ < 1 .
C(t) = — 0.062 = 0.062¢ = — =¢™°'

100 100
1 In (Flg)
In (1[}0) = bt =— A —r = 0,925

Por lo tanto 0.92 s después de iniciado el movimiento, la amplitud inicial, 0.062

m, ha decaido en un 1%.
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TUTV3-3

TUTV3-3. Demostrar que la asociacion de N
amortiguadores en paralelo, es equivalente a un solo
amortiguador con una constante de amortiguamiento
equivalente, a la suma de las constantes de
amortiguamiento de cada amortiguador individual.

k
| W

|

- I_:E 1 m
= |
|
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TUTV3-3

~

é‘b\m = N—mg:ﬂ
:bzli_:E fi B 3 S
Y-Tl —Fi— Fp, = Fp, =m

0 X Kk
PN

L
e LRI UR L G
mg
I_x(t)_.. Fb,} — b2 ).C/
Foe e —kx—(b1+b2)=m5c
Ty m +(by + by) k + k =0

F, —,

-

2 f . b Kk
X+ —x+— =0
N m m

Juan José Miralles Canals. Centro asociado UNED. Albacete Curso 2016-2017 Tema 1 — Leccién 3-Oscilaciones Amortiguadas



TUTV3-4

TUTV3-4. Demostrar que la asociacion de N
amortiguadores en serie, es equivalente a un solo
amortiguador con una constante de amortiguamiento
equivalente, cuya inversa es la suma de las inversas de
las constantes de amortiguamiento, de cada
amortiguador individual.

k
Wi,

h ll'

s
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TUTV3-4

N-mg=0
_ 5 >
—Fk — sz i D
x(t)_.‘ _Fb1+FbE=0
tmummnuu 5:(F) = x(f
PRI () = x(7)
e e 5,(1) + 6y(1) = x(
Fbl — sz — Fb .
YL b161=by 6, = Fy 01+0y =X
L_x(t)—p| mg F _ g
0 A k 5k(t) ]}; _i 51 — i (52 p— be
| s — ¥ b )
—ilE—r «—B ri—rg : 4‘ 1 1
by By, Ty b T T bg[—+—]=x
01(%) S b
N



TUTV3-4

k ™~
W 01 +0=x
s . . Fy, . Fy >
S - 51_ (52:
by by |
” [ 1 1] F [1 1]‘1 ,
— + — | =X =|—+—| x =b,x
“\by by — "7 p 2
b —(i i]_ _ Db
° by b, B b + b,
. b, by
mx+( ].i:+k =0 b 1 b b
b1+b2 2?/:_32 [ 2 U1 ]
b L m m \ by + b,
Xt —k+— =0 — wzzi
m m ¢ m
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TUTV3-5

TUTV3-5 Considerar una masa m que pesa 100 N rueda
por una superficie horizontal plana, segiin se indica en la
figura. Se empuja el carrito hacia la derecha 375 mm y se
suelta con una velocidad de 4.5 m/s hacia la 1zquierda en
el instante # =0. Se observa que la amplitud de cada pico
de la oscilacion es un 90% de la amplitud del pico anterior.
S1 la constante del resorte es kK =667 N/m, determinar el
coeficiente de amortiguamiento b.
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TUTV3-5

— 7/ t _':J' 3
1 _ e’ _ 7Ty | o [
T am e T—J.t.&.#.t_nn.------:.
A = 272' 7 = 27[ 7 — 27[ }/ = 27[5
W WA [1-&E2 J1=&7

| \/
x(f) =

Juan José Miralles Canals. Centro a

sociado UNED. Albacete Curso 2016-2017

Ce 7 sen(w, t +6) > 5 W
(271') + A 0
[l [e6T _oqrad rad
WO_\/;_\/100/9.81_8'1 s — ¥=0.15——
- S
X 1 &=0.018
% T 90/100 L T

27:£:> b:27m:20.15@=3.06&
m 0.81 m
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TUTV3-6

TUTV3-6. Un bloque que pesa 50 N
cuelga, en un plano vertical, de dos
resortes y un amortiguador, segun se
indica en la figura. S1 se desplaza el
bloque 1/5 mm por encima de su ;'
posicion de equilibrio y se suelta 2
dandole una velocidad hacia arriba de

3.75 m/s cuando ¢t = 0, determinar: a) k,=1333 N/m,

La - ecuacion .dlferenmal , del k,~1000 N/m,
movimiento. b) El tipo y el periodo de
la vibracion resultante. ¢) La posicion b=83.3 N S/m

del bloque en funcion del tiempo. d) El
primer instante t,>0 en que el bloque
pasa por su posicion de equilibrio.
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TUTV3-6

kK | . Equilibrio Dindamica
_sz_mg+Fb _mx()
Py = (t)
Fkg — k262 (t)
Fp=»>6xz(t
F, b= b z(l)

81(t) = b1+ x(t)
(52(t) — (562—3‘5@)

L.E kl 681 — .'1432 652 — myg + I(t)(kl‘l_ kg)*l— bl Sf(t) — — mx(t)
k1 58‘17;@/532_ mg =0
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TUTV3-6

m

_
e
\V4

v

. b 1
.'- i$~|——$+— k1+k2 r—20 ——p»X

] - . m m™m
kZ — kl + :lﬁg
- 4 k, 1333 + 1000 rad Wy —
Wﬂ = 4] — = — 2140 E— m
m 50 /9.81 5
Oscilaciélll’amoﬁiguada b b 83.3
Solucion general 2 ,}, —_— => ,}; — — 8.1 7 F ad Jl’ hY

" 2m 2 50/9.81

el — -~
Anortiguamiento Amortiguamiento Amortiguamsento

Suberitico Critico Supercrttico

W, = \/wuz — 7yl = \/21.402 — 8172 =19.78rad /5

2 2 2
Tyz—— = =032+s

Wy o Vgl —9?  Y21.402 —8.172

Juan José Miralles Canals. Centro asociado UNED. Albacete Curso 2016-2017 Tema 1 — Leccién 3-Oscilaciones Amortiguadas



TUTV3-6

¢) La posicion del bloque en funcion del tiempo L (VY% )
st O)YXO C =Xyt 0 0
X(t)=Ce” Sen(w,t + J)| tand= @
4 Vo T 7o
S1 se desplaza el bloque 175 mm por encima de su posicion de equilibric
y se suelta dandole una velocidad hacia arriba de 3,75 m/s cuando t = 0

w, = ol — 72 =\ 21407 — 817 =19.78 rad 75 ¥(#) 50.31 23T kin(19.78 ¢ + 0.60)

Oscilacion amortiguada: x versus €

0.3} x(f) = 0.31 73177 §in(19.78 ¢ + 0.60)
0.23
0.1: ‘l\\\
2 of A -
0 4 h‘m—n———
L .-_-_———_--
: \.\_’,f/-
0.1} //
0ot L
-0 3'1/
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
t{=)
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TUTV3-7

TUTV3-7. Una masa de M = 4 kg pende en un plano vertical, segin se
indica en la figura. El resorte se halla sometido a traccion en todo
momento y las poleas son pequefias y exentas de rozamientos. Si se
desplaza la masa 15 mm por encima de su posicion de equilibrio y se
suelta dandole una velocidad hacia debajo de 750 mm/s cuando ¢t = 0.
determinar: a) La ecuacion diferencial del movimiento. b) El periodo de
la vibracion resultante. ¢) la posicion del bloque en funcidn del tiempo.

d) El primer instante t,>0 en que se anula la velocidad de la masa. k =
1.5 kN/m, b= 125 N s/m.

&
B |
T,
= k
—

l|
i

1]

KX
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TUTV3-7
5T Equilibrio Dinamica

27T - =—
@ T Mﬁ:;;k(?!(j

Sg":"k
I.".

F.=by

o)

Pihtj
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TUTV3-7

= d,+2y(t)




Equlllbrw

5% @ I

Juan José Miralles Canals. Centro asoc

f c:F (1)

iado UNED. Albacete Curso 2016-2017

TUTV3-7

Dinamica
ZT—Mg—FFb:—mj}
T:F:k (.'f(f)
F.=by

2k(442Y(t)— Mg+ by =—my

TF4kym+by:—my

SUR ¥ b .
— Vi) —y =
Q y+mJ7()my 0
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TUTV3-7

bl.l '
4k [ 451541073 T A .
= 38.73
5 X

2 b b 12> 15.63 rad /
= — =y = = = L0a 5
7= M 7 2 M 24
W, = \/wu — 2 —\/.381’.31—15'.’:132 —3544radf3 1
2@ 2m
T, = =018+
x(2) = 0.021 &7 1563 4in(35.44 £ — 0.80) Wy, '\/ wol — ’,V \/38.732 —15.632

Oscilacion amorrtiguaca: X versus t

AN
N
[

-0.01 fl /

!
~0.02 [

0 0.1 0.2 0.3 0.4
t(=)
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TUTV3-8. El sistema mecanico de la figura
es solidario con un ascensor que desciende con
aceleracion constante as = g/4 . Un bloque que
pesa 100 N se desliza por una superficie
horizontal exenta de rozamiento, segun se
indica en la figura. Los dos resortes estan
sometidos a traccion en todo momento y las
poleas son pequenas y exentas de rozamientos.
S1 se desplaza el bloque 75 mm a la i1zquierda
de su posicion de equilibrio, y se suelta dandole
una velocidad de 1.25 m/s hacia la derecha
cuando ¢ = 0, determinar: a) La ecuacion
diferencial del movimiento. b) El tipo y periodo
de la vibracion resultante. ¢) La aceleracion de
la masa que pesa 100 N en todo instante de
tiempo, vista por un observador inercial. d) La
fuerza que la masa de 100 N ejerce sobre la
superficie horizontal.

Juan José Miralles Canals. Centro asociado UNED. Albacete Curso 2016-2017

TUTV3-8

k1= 833 N/m B ‘g ’

b =167 N s/m

|
k=21333N/m
‘_-
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Referencial solidario con el ascensor TUTV3-8

k =833 Im "1 Equilibrio Dinamica
N—-—mg. =0
T—F — F, = mx
Y L 27— Fy =0
X Fl — k151 (t)
FQ — kg(gg (i)
N—mgef:() 562_@
1" — F; a-xt2(Mh+y)=a+2b=cte
21— 1 y(t) = =alt
Fi =k 2
Fy = k909 kgé;(t) k1, (¢) iﬁ ma
Jer =9 — % b2 p
k15€1 B 5 2 1 — 44 —
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m (La ecuacion diferencial del movimiento? TUTV3-8
3
Jef — 4 — Uyg :g_%:ga

k1= 833 N/m

e

, o Nemay  Bonon-
b=167 N s/m - “
’ k20a(t) k16, (t)- —x=mx

k==1333N/m 7 m

‘ k b . .
72 (562 — y) — k1 (CSﬁl —+ x) —— =M
F10e, — %kgéeg — o L.E m

p, 2 2 m
b
_ (ZQJF;{;I)&”—Ex—mx

w%—ix%——(kl%— ):;5‘—0

Tr
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m c) El tipo y periodo de la vibracion resultante TUTV 3-8

k1= 833 N/m

_-E - Xlo
. . ke I»

. b . 1 k —PpX
| $+—$+—Kk1+ 2):5_0

1 m m 4

k= 21333N/m ) '

b =167 N s/m

w, = w2 — 42 m = ;io 150;,%9, ki— > 833 N/m,ks— > 1333 N/m

1 ko rad
wg = (kﬁz) wy, = /9,262 — 6,142 = 6,93—

S

1 ks rad 5 5

w“/(k _)%2926— T =""= " —poa1
\ T 4 S ¥ w? 6:,93 2 8
b 167 rad
2g %951
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m c) El tipo y periodo de la vibracion resultante TUTV 3-8
\/mg (w§ — %)+ (ﬁll:l —I—’}'mg)z

z(t) = —— e " sen (1 fwd — 42 4 tan™! (L w — ,},g))
0

2y + ¥ 2

k‘= 833 N/m

Tg = ————m

k==1333N/m

—\if—

s x(t) =0,14m e %% sin (6,93t — 0,58)

0-15 - ~ o
el A i i L L i A 'l i i L 1 A i i L I i £
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md) La aceleracion de m vista por un observador inercial TUTV3 '8

k = 833 N/m =

© () = 0L4m em5 M sin 6,08 0,59

L ) 7.15
0l a(f) = —11,707 e Msin (6,93t + 0,87) |,
. .
0.05
— = —
G omfn = Goamjot T G0 .
m — —
T = —11,707 e~ 5in (6,93¢ + 0,87) —%j -0.05
-0.1
= g adt : g - ~
& mpolt)| = \/(11’7032 . sm(6393t+0387)) +( ) 0158 > _ S
10 —
ot
\
A
o\
Smso (m 5_2) ol \\
°F A\
40\
AN
[I:' 0:2 li].lfil C'.IE C'.IS 1 '.I_.I2

tig)
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m d) fuerza que m de ejerce sobre la superficie horizontal TUTV3 '8

k =833 N/m

N —mge — 0

b=167Ns/m" El peso es de 100 V jdentro del ascensor!

g

kfélSSSNlm P — N .*f.'eff
I
3- P 3~
N(=)Jj =-mge ] = —mg o j=- igg,f:—l““’w
1
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TUTV3-9. Un bloque B de masa 0.9 kg se
conecta mediante una cuerda a un bloque A4 de
2.4 kg, el cual esta suspendido de dos resortes
como se muestra en la figura, cada resorte tiene
constante k=180 N/m=k,=k,, y de un
amortiguador cuyo coeficiente es b=7.5 N s/m.
S1 el sistema estda en reposo cuando se corta la
cuerda que conecta A con B, determinar: a) La
posicion 1nicial y la velocidad inicial de la masa
A, justo en el mstante en que se corta la cuerda.
b) ;Oscila la masa A, una vez cortada la cuerda?
.Por qué? ¢) La posicion de la masa A en todo
instante de tiempo. d) La tension minima que
actuara sobre cada resorte durante el
movimiento resultante.

Juan José Miralles Canals. Centro asociado UNED. Albacete Curso 2016-2017

TUTV3-9
.
152 1 =k
[ T T

A
B
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Equilibrio TUTV3-9

La posicion 1nicial y la velocidad inicial de la masa A, justo en el
instante en que se corta la cuerda. Analicemos la situacion de equilibrio,
los muelles estan deformados debido a la accion de A y de B

S1 consideramos primero solo la accion de A sobre los muelles, estos se
deforman una cantidad 6, cada uno K

‘T 5
A

T

i

klg h’[]sb k
, L 2F,—myug =0 _ Mmag
4 Iy, — kde }:>5€ o

— 0,0654 m

mAgl

Una vez que se ha colocado la masa B, colgada por el hilo,
los muelles se deforman mas, en una cantidad 6,

I F T

kT kT t oF mag—T =0
. — _ T =
A B B, =k » = 0g = (mA;;mB)Q
I'—mpgg
mﬂgl lT mBg' B /
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m Equilibrio-Condiciones iniciales TUTV3-9

- Cuando cortamos la cuerda, A se desplaza hacia arriba
k = 5o in Jo= k, enuna cantidad y,, intentando recuperar su posicion de
equilibrio previa (0.):

A
Yo = 5o — S — (mA+mB)g_ mag  Mpgg
T 2k 2% 2k
B
Luego para la dindmica de A, una vez cortada la cuerda,
5o = (mA;;mB )y 1las condiciones iniciales son: Posicién inicial Yo=Mg g /2

K, y velocidad inicial nula, en 7=0.

b);Oscila la. masa A, una vez cortade lo cuerda? ;Por qué? Analicemos ahora

lo dsndmice: tomamos un snstante de tempo, 1, donde lo masa A, se encuentra una distaci
y(t) por debajo de su posicion de equibibrio, 0, = TA2.
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TUTV3-9

o 25 —mag+by =may . .

k“cﬁ =, F, =kd(t) —> 2k (0 +y(t)) —mag+ by, = —may
E"? 55:: ; 6(t) = de — y(t)

~ 2 o mA§+by+2ky+mAg 0
F

kT F;{T mAerberQky—O >
v+ sy o+ 2y =0

A
Tm 2k
0~ ma A

Bl sistema puede oscilar si: W, = \/wg — v2eR

2% rad oscilador amortiguado
Wo — — / = 12,25~
2 27
rad Ty=— =
Wy = A/ ws — 2 = w, = /12,252 —

1,562 = 12,15——

wy 12,15
&
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TUTV3-9

c)Posicion de la masa m en todo instante de tiempo.

z(t) = Ce Vsin(w.t + &) oscilador amortiguado
5 . 2
\/yu w2 + (ya + ’wﬂ) \/0,0252 12,152 4 (1,56 * 0,025)°
o o— _ — 0,025m
w, 12,15
12,15 0,025
§ = tan! ( Wy o ) — tan~! ( — ) = 1,44 rad
Yo + Y Yo 1,50 0,02 /=
I | y(t) :|0,025 e sin (12,15t + 1,44) m
D.Dl m‘ \\\\J-g
| \ /' N —
CTCORR R W A T N D N
T TN 7 s—=F
o.01 \ ! —:EL‘i&F’ﬂﬂﬂ
il
0.0z2 d’//’f

0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5

1(s)
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TUTV3-9

F

=

]

HH
I

T e . T
“S 00 Eh, 41 5
4 () v —[ A

m,g l
d) La tension minima que se presentard en ceda resorte durante el movimiento

resultante. Fn cade instante de trempo la tension que soporte cada muelle, viene dado por
la ley de Hooke:

Fy = k()

donde §(t) es la longitud que se encuenira deformado cada muelle, en cada instante de tiempo,
estirado o comprimado, respecto de la posicion de equilibrio de lo masa A, J,.

0(t) = d. + [y(t)|

La tension ménima se obtiene, cuando lo deformacion de cada muelle, 6(t) sea minima, esto
es, hay que determinar el tiempo para el cual 6(1) sea lo mds pequerio posible, y esto ocurre
en el instante, t*, cuando lo masa A ha ascendio lo mdxima longitud:

5(t%) =6, — |y(t*)| T
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TUTV3-9

t* cuando la masa A ha ascendio la mdxima longitud:
5%y =6, — |y(#*)| 1 .
ly(t) t* — 5’?’ — 0,26 s
S T T, | .
0.0z Jﬁ\ | 6(—) — 5"5 o y(_)
VN 2 2
\“\ \?m\“‘*“ 1 T
y@om ) ;/ \ H?“T{__"'—“}—-— Fk,mn:ké(%) — k(ée — y(?f}{) )
N T .
))j;/f = y(=))| =0,025 e—1=56%sin(12,157’?’+1,44)ﬂ
DI/ 0.25 0.5 D.l"."5 1 1.25 1.5 y(g) :0"017m
. tfs) 2
T
5(%) =0, — y(;) T=0,065— 0,017 = 0,048 m
1
Frmmn — ké(?’}') — 180 0,048 = 8,64 N
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Podemos representar la tension de un muelle en funcion del tiempo:

1

[ Ly Fi=kd(t) =k (0 +y(t) "
h SIAwAY;
v S

/
7

/
s
i

HH -
H‘H .

//)
= [—— /
Sl

0.75 1
(s}

Fo(t)= k(5. + 0,025 ¢ Y sin (12,15t + 1,44))N

Tension sobre cada muelle, en funcion del tiempo
Y | I |
16

3 Fr=k(Sty (L))
15 ‘
14 l‘
l e
P S T A
Fy (t) (N) v Y
- 1% N7 S_——
LA O WA A -
11 v ‘\.j
10 v |
\/
O
o l_' 0.5 o 1.5 2
0.5T =0.26 5 tie)

T
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TUTV3-10. El cuerpo de 20 kg mostrado en la figura se desplaza
una distancia de 200 mm hacia abajo desde su posicion de
equilibrio y se suelta desde el reposo. a) ;Oscila el sistema? b) En
caso de que oscile, definir el tipo de oscilacion y dar el periodo. c¢)
Obtener la posicion de la masa de 20 kg en todo instante de tiempo,
d) Encontrar el cociente de dos amplitudes sucesivas.
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Equilibrio TUTV3-10

En equilibrio el muelle de constante k estd deformade en una cantidad o,

R=500N/m
f= ]ﬂﬂN ‘8m

N —mgecosf =0
i f- s -

T — mgsinfd =0 I =21 =2ko.
I _ T — () ¢ =— | 2kd, —mgsin@ =0| L.E

T' = F, = k6,
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Dinamica

TUTV3-10

Veamos la situacion dindmaca: consideremos una cantidad x(t) que se la mouvido la masa m.

subiendo por el plano mnclinado:

o) ) .
. ﬂf} N —mgecosf =10
e —br+T —mgsinf = mx
T' = F, =k 0(t)
6(t) = 0o — 22(t) )
—bx + 2k 0(t) —mgsinf = mx
: Pk d, —mgsinf = 0
Ligaduras .
L = Li+Ly+b+6.=Li+z+Ly+ +6(F)

b b
6(t)=be+b—ax—0b =6, — 22

- l’*

|
2k (0e —22(t)) — mgsinf — bx = mi
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Dinamica

>

kW
§ g |
’.,,«”'\ o~
- . k =500 N/m

q,‘&“"% ¢= 100N - s/m

r+ 2 vya(t) + wi
b

2m

x(t)=0 [ -

Y =

=D

.LLI'

TUTV3-10

mx +bxr +4kxr =20
b 4k
: .

2m

|
=

m

x4+ dxr+ 10z U

b 100 _rad
p— —_— = — =
2m 2 20 5
4k 4k rad
— n = p— U
m m s

El sistema oscila como un

oscilador amortiguado

racd
«. ‘ 2 — [‘:} 6
?m 5

[ 2 JJJL
Wy = L‘ — =
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TUTV3-10

¢) La posicion de la masa m en todo wnstante de tiempo
z(t) = Ce Psin(w, t + §)

To= 2/10 - :
C&?G k |I|‘> Cy = \/ID w‘z}’ + (ID 7o )2
Wy
» k = 500 N/m — Wy Lo
,:2\ ¢= 100N - 8/m (5 — t&n 1( 1 . )
\/(/ oY + Zo

z(t) = 0.21e 2 5in(9.68¢ + 1.32) m

t (m) \‘1 }“*
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Dindmica TUTV3-10

d) El cociente de dos amplitudes sucesivas.

z(t) =|0.21e725%sin(9.68¢ + 1.32) m

0.21 e=% 0.21 e=251
0 2] e—25(t+065) () 2] e—25¢ o—2.5 0.65

C' fl] E ad s
{ - — Eﬁ-aﬂ-hd — 5 (8
C(t+1T1,)
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TUTV3-11

TUTV3-11 Considerar una barra esbelta uniforme de masa M = 3 kg que
tiene una longitud L = 150 mm y esta en equilibrio en la posicion
horizontal que se indica en la figura. Determinar la longitud de
deformacion del muelle, para los valores a = 50 mm; b =75 mm; ¢ = 25
mm, k=400 N/m. Coeficiente de viscosidad (b=1.74 N s /m) Determinar
la ecuacion diferencial del movimiento de la barra.
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TUTV3-11

Imponemos la condicion de equilibrio para la barra AE (momento de la
resultante, respecto del punto B igual a cero) y se tiene, para el
diagrama de solido libre de la barra:

' f N ME—ME M
A :
o l_T_’ (e a) Mg+Fb=0 (=

W) mm
b= 75 mm . F. =k,
C= 25 mm LL -
-BGmg +BDko,=0
i (b+c—a)
2 - 0p = —— M
T | bk 2

L B % 0,=0.025 m
|
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TUTV3-11

¢ it b—'t—C—T

afo
€
™~
HQL

b

—-BGmg — BDk(0p-96,)— :3"4 ABb = ]BE‘H‘E‘B: )

04~AB0
op~BDO__ I"5. 0 +AB*h0+kBD"0=BDko,—BGmg

=0
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TUTV3-11

[P, 9 4 AB b0+ kBD? 6 = W . —BGm g

T -BGmg+BDko,=0

b L . [Py = ;7 + mBG”
| 12
9+ —AB b © . __kBDO _

1 7 g . 7 D
(—ml~+mBG) ( l— ml~ +mBG™)
12 12

{k > 400, BD—- 75/1000, BG > 25/1000, m— 3,
1-5150/1000, b>1.74, AB - 50/1000}

9 +0.58 g + 300 A =0
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TUTV3-11

o0 °
r 08 +0.58 g + 30060 =0

rad
k Wo =V 300

S

2 1.74 ,2 rad
Wy = wo?l - [ —— = 300 - =17.32
Y
2m 6 S
NP | ) f
0.:06x(Ce T x(OH)=Ce Ser(w, t+S5) ]
0.04 [N |
N o
2 o7 2 o 0.0z —F < :,='('U? .
T = = = =0.36s (U ,’ Se:z(coyt-l‘-é‘jité@%
Y A\ L] '
o [ b \2 -0.02 |} /
\/WO ( 2m ) oos L ,/
-0.06 ’/CE_'M
0 0.2 0.4 0.¢ 0.8 1
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TUTV3-12

TUTV3-12. Un condensador de capacidad C se encuentra en un circuito
LCR, como se muestra en la figura, € inicialmente se encuentra cargado,
qo» con el interruptor abierto. En el instante de tiempo t=0, se cierra el
interruptor y el condensador comienza a descargar. Determinar: a) La
ecuacion diferencial para g(t) durante la descarga del condensador. b) El
mayor valor de la resistencia R compatible con oscilaciones
amortiguadas. ¢) El periodo de oscilacion. d) El valor de la carga que se
ha descargado el condensador en cualquier instante de tiempo. €) La vida
media del proceso de descarga. g

Ty

- ”‘f_l

R
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A

— I(1) L
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‘ . R q 0
Ty I { —
Lo (LTI o

= {jf_l

Uscilacion amortiguad
Solucion general

Amortiguamiento
Subcritico

Amortiguamiento
Critico

Amortiguamiento
Supercritico

ml:l: :j:-r:
w,eC

o>y o=
o,€R @,=0

TUTV3-12

| L
R <2, —
(jf
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TUTV3-12

XD =Ce” Sn(t+d) T=2 Coxis 0t

Condiciones iniciales g(t=0)=qo. ¢(t=0)=0| tand=

R v, +
Y= Riirnite = 2 \/g 0 T o

2
— f_ IC' = 1+ !
R{Rﬁl* =2. - =4qo
’ nite C (:;2 1)

Wy Xo Vg2 — 2 QZ Vgl =92 Vil — o2 [4 L . ]

1

—~2
C" = go’|1

((RZ 1)

tand = = = =
Vo + 7Xq v /M’ 5% R

L
6 = tan™! \/(4 T —1] , 1 <4 L
C R? C R?
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d) El valor de la carga que se ha descargado el condensador en cualquier

instante de tiempo

1 _E 1 R? .
qit) = qo |1+ 11 e 2L sin| | — — —— r—tan™ | - [4

¢) El periodo de oscilacion.

27T 2 7T 2 7T 4 77

T}/:— TT =

(07, \{an-'h’z 1 (L)E 4 L-CR2
LC 2 L cL2

¢) La vida media del proceso de descarga.

1 1 2 L L
T=— T =—=— JR":Rl]mln:-—2 —

14 ¥y R C
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. R, q 0
q+ —q - =
T Ie
Tqo
C== 19 L
-y I

WW

R

q(t=0)=qo, q(t=0)=0
Circuito eléctrico

L, inductancia

R, resistencia

1/C, inverso capacidad
x(t), desplazamiento

v(t), velocidad

Juan José Miralles Canals. Centro asociado UNED. Albacete Curso 2016-2017

ANALOGIA CIRCUITOS ELECTRICOS-MECANICOS

X () + 27 x(t) + 02 x(t) = 0
S

k[

44}
X
X(f=0)=xp, x(r=0)=0

Sistema mecanico

m, masa
b, coeff. amortiguamiento
K, constante del resorte

q(t), carga

i(t), corriente
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ANALOGIA CIRCUITOS ELECTRICOS-MECANICOS

Circuito eléctrico Sistema mecanico

L, inductancia m, masa

R, resistencia b, coeff. amortiguamiento
1/C, inverso capacidad K, constante del resorte
x(t), desplazamiento q(t), carga

v(t), velocidad i(t), corriente

» Aplicacién en métodos experimentales para la determinacion de
las caracteristicas de un sistema mecanico determinado.

»Un circuito eléctrico se construye con mas facilidad que un

sistema mecanico, y la variabiliad se estudia variando L, C'y R no
m,k,yb
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ANALOGIA CIRCUITOS ELECTRICOS-MECANICOS

¢y Rip
|

It) =T, sin €2t
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