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Oscilaciones forzadas

Para mantener un sistema real oscilando es necesario suministra
energia al sistema, ya que tanto la amplitud como la energi
disminuyen exponencialmente. Esto se consigue sometiendo el sistem:

a una fuerza externa.
(

»Vibraciones de un puente por la influencia de soldados
{ »Vibraciones de un chasis debido a impulsos de una irregularidad de sus eje

»Vibracion de un diapason cuando se le expone a una fuerza periodica de una
onda sonora

Las oscilaciones forzadas vibran con la
frecuencia de la fuerza externa, pero la

respuesta del sistema depende de la relacion
entre esta frecuencia externa y la frecuencia
propia del sistema.
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Tipos de forzamientos

Oscilaciones libres:: Dadas las condiciones iniciales, el sistema evoluciona en el
tiempo

Oscilaciones Forzadas: (mas comunes): Se aplica alguna fuerza externa al
sistema, que de manera continua dirige la evolucion en el tiempo del mismo.

—
F(t) or xg(t)

AN NN /\ La_ fu_erza ex.t.erior puede ser
VY F \ periodica (repetitiva), como en (a) y
(a) Harmonic (b)
F(t) or xg(t) . .
| ’/\\/\\/A\/ AV/II//II/ >o no-periodica — como en (C)
Savare il Resulta que todas las funciones
F(#) or xg() periodicas en (b) puede ser creados
‘/\ - f”/\\/”/\\/"/\\/’ﬁ f mediante la formacion de la series
Half&m’fb)PmdicNonharmomim“"l | infinitas de funciones armonicas
F(&) or xp(®) — (sAnalisis de Fourier).
Vavell
SJ; Remp  Cycloidal Tmpulse W\[:ffwf — En este curso estudiaremos el

(c) Nonperiodic caso armonico
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Tipos de Forzamiento Armonico

Forzamiento externo

/

koL

ﬂc

Juan José Miralles Canals.

Forzamiento Rotatorio

Excéntrica
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Oscilaciones forzadas

El oscilador forzado se obtiene a partir del oscilador amortiguado,
introduciendo una fuerza externa armonica que actua sobre el
mismo.

F,Cos (w t+ox,)

b h :
1 <
— AV, —
X
Xy

El diagrama de particula libre del sistema se obtiene como:

| }l

B m—

: ‘r(t) 1 Y
" A <
h < L mg

o — By T oy

F,
by
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Oscilaciones forzadas

F, Cos (w t+x,)

Bameit M mx+bx + kx = Fo cos(wt + )

—
X

La solucion de la ecuacion diferencial de segundo orden del movimiento,
NO HOMOGENEA, tiene dos partes:

Solucidon complementaria de la homogénea: X, (t), misma que la del
oscilador amortiguado.

*Solucidn particular cualesquiera de la ecuacion diferencial No
homogenea: X,(t)

x(1) = xh(r) x, (1)
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Oscilaciones forzadas

Consideremos un oscilador amortiguado sometido a una fuerza
externa periodica dada por la expresion:

F(t) =F, cos(ot+ o)
Se puede demostrar, aplicando la segunda ley de Newton al
diagrama de particula libre anterior, que el sistema

amortiguado bajo la accion de esta fuerza externa nos lleva
a la siguiente ecuacion diferencial de segundo orden:

X(t) + 27 X(t) + @ x(8) = g(t)

g(t) = m %cos(a)t +a,)=0,cos(ot +,)
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m Oscilaciones forzadas: Solucion

La solucion esta compuesta de dos sumandos, el primero nos da la

parte transitoria de la solucion, el segundo sumando, nos da la parte
estacionaria de la solucion.

X(t)Ce™ Sen(w,t+0o h Sin(et+ o, + f)
\/(a)g ~0’) +4y°w’

v

Xtran Xest

La parte transitoria decae rapidamente a cero conforme el tiempo avanza,
siendo las constantes C y 0 funcion de la posicion y velocidad inicial.
Para tiempos suficientemente grandes domina la parte estacionaria de la solucion.

El termino estacionario representa una solucion de la misma frecuencia que

la fuerza (®), con una amplitud que depende de 1a misma y con un defasaje
de [(-m/2 respecto de la misma.
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Oscilaciones forzadas: Solucion

F,Cos (wt+x,)

b
—/\/I:\‘m/— e Desplazamiento, solucion: x(t) = X (t)+X,(t)
— 5
Forzamiento
N
a 20 4 B0 a0 100f 120 |

0.51

4] ]
Vibraciones transitorias respecto de la™]
frecuencia natural se producen en el inicio
del movimiento (superpuestas a las Las vibraciones en estado estacionario
vibraciones estacionarias). Las vibraciones gse encuentran a la frecuencia del
transitorias dependen de las condiciones forzamiento y persisten en el tiempo.

iniciales y decaen rapidamente si hay la Son independientes de las condiciones
mas minima pérdida de energia. iniciales, y son constantes.
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Oscilaciones forzadas: Resonancia

Para tiempos suficientemente grandes, predomina la solucion estacionaria,

que se puede escribir como X (t) — AS; r( ot o+ ,8)

[=tan’ Wo-w
2

A: gO
\/(a)g —0 ) +4r @

En este caso la amplitud y la diferencia de fase no dependen de las
condiciones iniciales. Vemos que el sistema vibra con la frecuencia
de la fuerza impulsora y que el movimiento es armonico, en el que
la amplitud de la oscilacion no disminuye en el tiempo.

— f(go,m,a),b)

=>» Al forzar el sistema con su frecuencia natural, la energia se
esta agregando al sistema de la manera mas eficiente posible.
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Oscilaciones forzadas: Resonancia

Veamos el caso mas simple en el que no hay amortiguamiento

X;° F,Cos (wt+x,) A — g 0

S J@; - )’

— X
X

A es pequena cuando @ es muy distinta a @, pero a medida que se van
aproximando, la amplitud aumenta, siendo el caso limite cuando w=w,, que la
amplitud se hace infinita

En las oscilaciones reales b+0, y existe un valor caracteristico de la
frecuencia impulsora para el cual la amplitud de la oscilacion es
maxima ) ®=0,. Cuando la frecuencia del forzamiento
coincide con la frecuencia natural del sistema, entonces, incluso

para valores muy pequenos del forzamiento, la amplitud puede
llegar a ser infinita, este fenomeno se llama Resonancia.

Resonancia: aquella condicion que se presenta para la frecuencia
de forzamiento, donde las oscilaciones forzadas tienen su
maxima amplitud: w=w,
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Oscilaciones forzadas: Resonancia

En condiciones de resonancia, el sistema fisico oscilante
absorbe el maximo de energia posible trasmitida por la
fuerza externa. Ademas, la fuerza aplicada y la velocidad
estan en fase de manera que la transferencia de energia es
maxima (P = F v)

Un ejemplo familiar de resonancia se da cuando sintonizamos un
receptor de radio o de television en cierta estacion: Todas las
estaciones producen oscilaciones forzadas, sobre el circuito del
receptor, pero para cada posicion del sintonizador existe una
frecuencia natural de oscilacion del circuito electrico del
receptor. Cuando esta frecuencia coincide con la de una estacion
emisora, la absorcion de energia es maxima y, en consecuencia,
¢sta es la Unica estacion que se sintoniza.
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Solucion estacionaria

Para tiempos suficientemente grandes, :
predomina la solucion estacionaria, X(t) = A Sm(a)t T, T IB )

que se puede escribir como: 1 W20 — W
Alg, se llama el cociente de amplitud o p = tan 2 W
factor de amplificacion, ya que indica d,

cuanto es de grande la amplitud de A= \/( 0 — ) +47%0
vibracion, en comparacion con la A ’ i

misma fuerza aplicada solo de manera — =

estatica. 9o \/(a)g —0°) +4r°w’

Sin ningun amortiguamiento (¥ = 0) la relacion de amplitud tiende
a infinito cuando la frecuencia del forzamiento (W) coincide con la
frecuencia natural del sistema (W,).

= Si la frecuencia de forzamiento coincide con la frecuencia natural
del sistema, a continuacion, incluso para las fuerzas pequenas, el

desplazamiento se hace infinito! .
1Resonancia!
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Solucion estacionaria

1 90
) F,Cos (wt+x, — A — [
- | X(t) = ASIn(at +a, + ) it 14y

— AN — :_,xxDz , A _ | go

| Wo—W _ Y | P 2
IB = tan L j (= — 4 1 0 (2 )2

2y w Wo Loy L=+ 2w
\, w;

A = 90 _ 1

20V
W
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Solucion estacionaria

X(t) = ASIn(wt + , + f)

2é*:gO:FOZFOZFO

= o ma /ﬁk k
e

= e 2"\ Desplazamiento provocado por
t Wo 1 — [Wj F,, si se aplicase estaticamente.
. -1 Wz() — W2 . 1 WO A o A .
'B = 118 = tan W — < ! amplif
2 200 Jo | Oest
W, wg

5est: Deformacion que sufriria el resorte, K, si se aplicara estaticamente F

Se denomina factor dinamico de amplificacion, ya que indica el

numero de veces que la amplitud de la oscilacion dinamica es mayor que

la deformacidn estatica. _
A= 5est |:amplif
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Solucion estacionaria
/4 X(t)=ASIn(at +a, + F)

F,Cos (w t+o,) é/:_

e —%* Wy A _ 1
—”\/V\E}\f\/—' ' 3 Jo 2)? 2
% (wj} [1—(6{)} J +(2.f,’ wj
Con_amortiguacion (£ > 0) el “ “
cociente de amplitud para w=w, w )
es A _ 1 - 20— W [l_[W] ]
0\ 2C el cual es finito, 5 tanl(w 0—W j: . 0
(%) i 2%
WO
Observamos que este es > 1 para  <0.5... and <1for{>0.5

Por lo tanto se obtiene una amplificacion para w=w, para < 0.5

Para pequenos valores of { el cociente de amplitud para la resonancia
puede ser todavia muy grande .
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Solucion estacionaria

C newoon oo (XD =ASin(@t+a, + f)
hbk im < WO A _ 12
—VWW— ) o) 2
S &) (o)) e
1. ? B; w=w, B=0, independientemente de C! W)
1| —
2. El desplazamiento esta defasado 90° A W2 — W2 1[ [Woj J
to del forzamiento. =m( )Zaﬂ
respecto del forzamiento 2w 2 V\\/Iv
0

3. Miramos la velocidad, siempre esta 90°

defasada con respecto al desplazamiento, ;((t) = AW cos(at + a, + )

para cualquier frecuencia de forzamiento,
puesto que el seno estd 90° defasado  =>Cuando la masa se mueve a

respecto del coseno. la derecha, el forzamiento
apunta a la derecha, cuando la

4. S1w =wla velocidad y el forzamiento masa se mueve hacia la
estan en fase izquierda, la fuerza apunta a

la 1zquierda)
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respuesta en frecuencia.

Solucion estacionaria

Vamos a obtener una descripcion completa graficando el factor
dinamico de amplificacion, F, ;¥ B como funcion de w/w,,
para diveros valores de la razon de amortiguamiento C.

A ests graficos se les denominan

,thanl(

amplif
9o | Oest
& 0

1
e}

M
on
uTy

)]

1))

L

[
=
= f o

=

0

Oi&
‘-“‘—-‘_'_"'_!'—h_

0 1

m/wg

2 3
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Defasaje F(t), x(t). B

Respuesta en frecuencia del defasaje: S X(t) — A Sin( ot + a, + IB)

X,

; F,Cos (w t+x ) W 2
hh m | L wrio —w? » [1_(V"OJ ]
—/W\l;;\f”\/— I - [ = tan (ZQ)WJ = tan » W
— -, W,
= . *Frecuencias bajas (C<1: la respuesta
5=10 ‘"T:": estacionaria X(f), esta en su mayor
r‘id I'I.""II\'\".ET parte en fase con la F(t), (0<p<mn/2).
\ N 0.2
e (=1 | “92 | | eResonancia: {=1. B es independiente
21 (=1 de C
0.5 ;
0.2/
01,7 Frecuencias alta ¢>1: La respuesta
£=0 estacionaria X(f), esta en su mayor
% 1 > 3 | parte en oposicion de fase con la F(t), ,
w/wg \(7'5/2< B< TC).
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—»%

mh\? . Factor dinamico de amplificacion

Respuesta en frecuencia del factor dinamico de amplificacion: F

A

amplif-

— FAmpIifica
9
0)2
0 /g No amplificacion para altos w/w,,
4 =0 Pequena amplificacion para bajos
< w/w,

% No amplificacion para altos

0

Com amortiguamiento, el pico de

amplificacién no es todo para w/w,

Amplificacion

w/mg
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TUTV4-1

TUTV4-1 En el sistema mecanico mostrado en la figura, la
masa m pesa 286.6 N, el muelle kK = 1051 N/m y la amplitud
Fo del forzamiento es de 22.24 N . Si la constante del
amortiguador ¢ es 35 N s /m, determinar el rango de la
frecuencia de forzamiento, para el cual la magnitud de la
respuesta en estado estacionario es menor que 0.076 m.

f:|_ | in _:""F=Pémsmr
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m AT TUTV4-1

Determinar un rango de frecuencias de forzamiento, W, para las cuales la
amphtud de la oscilacion estacionaria sea menor que 0.076 m

1031 md
Wﬂ —_— — —_—
286.6/9.81 5

Lm b 35
§=—=—— = = =0.099 =~ 0.1
Wy Wy 2 mwy 2mw0 2(286.6/9.81)06
il F, 22.24
S0 " _ v _ i — 0.021 m

w2 w2 mwy?  (286.6/9.81) 62

A 1 A 1

0, 2\ 2 (0.021) 2 )
o /1—(”j +(24‘0j 1—[”) +(201wj
| 0, 0, 6 6
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TUTV4-1

m dJ"'F:F'[',Eos.im:

(0.021) 22 2
0.076
2 z > 0.0212 < 0.076° (1-(@) +(2 0.19j
[ 2’) 20.12’) 6 6

0.021% < 4.46 x107% w* — 0.00031 w* + 0.0058
InequalltySulve[O 0212 < 0.076 [(1 _ (%)2)2 + [E]2 WZ], w]

0 w<532rad/s
W< —6.49472V —-532716 <w < 532716 Vw> 6.49472 w>65rad/s
Margenes de seguridad
Frecuencia natural del : AN
sistema A L N c=7"~0.1
Eol| | Wo
k rad @ \
wp = + —_— =6 — 3 L
m s { \\
Curva relevante (£=0.1) 1"“%“1 NN
Olj) : 1 o
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TUTV4-2

TUTV4-2 En el sistema mecanico mostrado en la figura, la
masa m pesa 286.6 N, el muelle k = 1051 N/m y la amplitud F,
del forzamiento es de 22.24 N . Si la constante del
amortiguador C es nula, determinar el rango de la frecuencia
de forzamiento, para el cual la magnitud de la respuesta en
estado estacionario es menor que 0.076 m.

i‘: | 77 —:l"*szE,::DsmI
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m i TUTV4-2
k ro=T \/7 \/28612,181 =6$ & =0

A__ _ 1
3 el ) )

Tenemos dos soluciones posibles:

A 1

d. L)) @<
) 1—(] Usando las dos soluciones

W @, :
posibles mantenemos la

A __ I amplitud A positiva para todas

w >
( g, ] ( ® T » O las frecuencias w de

2 — .
@, o, forzamiento.
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TUTV4-2

in %F:fﬁcosmﬁ

Fo
A 1 80 m Fy 22.24

= 0.021m

( g ] 2\ wo?2  wgr mwy? - (286.6 /9.81) 62
~J0 0,
2 1— [j
W

021
W < W, A= 0.0 —~ <0.076 w<5.1rad/s
Q)
1—| =
5
w>w, A= 0.021 <0076 w>6.78rad /s

5) -

Comparando con el caso amortiguado anterior, el rango de frecuencias
peligrosas es mayor aqui (como era de esperar)
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Forzamiento inducido por traslacion

I_.‘_ b sen ot Apoyos sometidos a m.a.s
& p_ "

\H

#y Realizamos el digrama de solido libre de M

La deformacion del muelle, en el LG

instante t, es la diferencia entre lo
que se desplaza el apoyo movil y lo

que se desplaza la masa.
B(t) = X,(t) - x(t) [
N-mg=0 - k (X,-%)-bX= mX
Fr- Fp=m X N = mg
Frp = k (Xp-X) -

: .. b k
Fp = bx X+ —X+—X=kpsenQt

m—) m m

Juan José Miralles Canals. Centro asociado UNED. Albacete Curso 2016-2017
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Forzamiento inducido por traslacion

bh : F, Cos (w t+ a,) . ' I—' xp= psenQt
A " [ V]
s

b T
2¥ = — senQt = Cos (nt-—)
- 2
k -
Wo=-1,’— — Y =0
o 7T
dpg = = —
2

kp
90 = —
m

8o
\/(woz i wz)z : 4y2w2

x(f)= Ce”'Sin(w, t+6)+ Sin(wt+ a, + p)

B = Arct
y rw
Juan José Miralles Canals. Centro %sociado UNED. Alb#cete Curso 2016-2017 Tema I-Leccion 4 Oscilaciones forzadas



TUTV4-3

TUTV4-3 Un bloque de 20 kg se desliza por una superficie exenta de
rozamiento, segun se indica en la figura. El resorte de k =50 N/m y
el amortiguador de constante b = 40 Ns/m, estan unidos a una pared
que oscila como un m.a.s, segun la ley: z (t)=5 sen5t mm.
Determinar: a) La ecuacion diferencial del movimiento del bloque.
b) A la vista de la ecuacion obtenida, ;0Oscila el sistema? c¢) En caso de
que oscile, la amplitud de oscilacion mucho tiempo después de
iniciado el movimiento. d) Establecer un entorno de seguridad, para
el disenno del mecanismo, referido a la frecuencia de oscilacion de la
pared. e) Realizar una representacion grafica de la amplitud de
oscilacion en funcion de la frecuencia

Zp(f) = zosen ) 1 mm

m

k
ng\m -
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TUTV4-3
zp(f) =zosen () 1 mm D . S L

;(r) o X1
| k |—I- I mg \()
PN
_ b m F -

o — k m
Fi. =ko(t)=F (.T — :p(r)) =k (x— zo sm (1) TN
Fo=by=b % st =p ('T;Pmn = b (% 2,(1) = b (% - z0 QL cos() 7)

—k(x—zosmOt)—b(x—zollcosldt)=mx

mx+kx +bix =z kzosmOr+bzollcos()t

ok b I b
Y+ —v+—tv =—zosmOr+ —zollcos()t
m m 1 m
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TUTV4-3

=zosgen () t nmi
I b k b
Y+ —x+—x =—zosmllrt+ —zollcos(dt

j m\l l | moom mo m

x(t) +2y ;c(t) + o, x(1) = 8, cos(wt + )

ASenX+BCosX = v A2+ B? Sen(X +¢)

B
¥ A
.k D ko (D . b () T
X+ —x+— % = (— zu) + (— Z0 ﬂ) Lua[(i’l f+ %1:.‘['111[ D — —]
m m m m k 2

Y+ 2yx+w”x =g Cos(Qh7 + ap)
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TUTV4-3

plt) =zos sen () 7 mm .
¥ . ) .1 . - - , ,
N X+2yx+wp x =gy Cos(L)7+ ap)
VA
tul e Y e
2Y == C= L xpT +
m “:__F
2 b 2 3 ) _1( Xp H{}I, )
% — — = Al wor — 2 d = tan
= \/(m EO) ' (m 0 ﬂ) et \/“ v Vo T Xo
vo® — ()% b1 7
wWo &4 & d A
— =N 1- — _— = ATCTE - =
m = 20kg f = Artg( 0 ] g AlLt’m[ p ] >

k= 50N /[m
) —
y=—=1rad/s - _5
3 / Zo = Smm
I ) (1= 8rad/s
wo=,[— =158rad/s
m

ap=-0.16ad/s
b = 40N s/m
o m

X+2x+25x=0.081Cos(8¢—10.16)
) sen({l7+ f+ ap)
= \/(WD QM+ 4yt 02

-Testacin( 'f) —

—

Xestaciol ) = 0.00127 sen(8 7 - 0.155 -1.301)

wy =122rad /s s

—

Albacete Curso 2016-2017
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Zplt) =zosenll ¢ mm

k
- \-:\gflﬁl'fﬁ:

TUTV4-3
X+2i+25x=0.081Cos(8¢—0.16)
Yestacio(7) = 0.00127 sen(8 7 — 1.456)

Amplilitud estacionariaz en funcion de la frecuencia

0.01

T T

0.003

0.006

A(m, wo, v, (L, k, zo, D)=

\/4}': 02 + (wo? _ﬂ:}i

0.004

0.o0o0z

! _ rad
wp = \/Tz 1.58114 —
s

\_.l'._ﬂ
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Resonancia-movimiento traslacion

A I Iniziu
| '
|

¥t} =y sennt s

~I~ w = 2.00rad/s
AE =2.00cm

wp = 3.16 rad/s
A =3.33cm
Ag =0.021w
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TUTV4-4

TUTV4-4 En el sistema mecanico mostrado en la figura
determinar la ecuacion diferencial del movimiento de la

masa m.

;& T ¥t} =y, senwt

_F
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TUTV4-3

Dinamica

o Equilibrio
52, P — kS (£) ~mg = (-)m¥ (£)
e <k

5 . S (£) = (8o +x (t) ~¥ (£))
mn . kA . T
lx | mx +kx=kypgcos (wt - —)
"T n 2
k k T
" l X + — x = yocos(wt——)
l g m m 2
mg
kd.—mg=0|LE
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X(0)+2y X(H) + o x(H)=g(t)

F(t) = @os(mt )

X(t)=ASInNat +a, + f)
Wo —W’
2N

= tan{

%

— f(gmma)ab)

A=
\/ (af —) +4° &
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TUTV4-5

TUTV4-5 En el sistema mecanico de la figura, donde el techo
superior oscila como un m.a.s, determinar la ecuacidn
diferencial del movimiento, el tipo de oscilacion y la posicion
de la particula m, en todo instante de tiempo.

L

ko p

L]
‘I
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TUTV4-5

Equilibrio T T
ko, kédo—-—mg=0 L
n Dinamica b F l
T ¥t} =y, senwt mn
“ Hb
L
m mg

chs (t) +bv (t) - mg = (-) mXx (t)
O (t) = (0 +x (t) —~y (£))
d

d
= 77 00 = 77 G4 X0 = y0) = ) = 50
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TUTV4-5

T P(1) =y senwt

-kx+ky-bx+by=mx LHb
T
mx +bx+kx=ky+by

.. b k k b |
x+—x+—x=—y+—y

b
X + — X + — —EﬂWt + cosSwt
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TUTV4-5

+ — X + — X senwt EﬂSWt

A SenX+B Cos X = VA2 + B2 Sen (X + )
L‘Jb_f y() =y, senwit o= tanl =
i X(t)+2y X(H) + o x(t)=g(t)
0 —F“) — g, cosfot +01y)

F(t) cos(oot +0)



uneo TUTV4-5
.. b ¥k i bw
X+ —X+—X= — ypsenwt+ — yp coswt
111 m m m T
ASen X + BCos X = \/AZ —|—BZ Sen (X 4 90) f , ¥t} =y sennt
B i
= t -1 - .
@ an Y T

. b . k kyg 2 bw 2 . bW T
X +—X+—xXx=a] ( ) + (—— vp) lcos (wt+tan™ (—) - —)
m m m m k 2
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X(1)+2y x(t) + o x(t)=g(t)

TUTV4-5

X(t)= ASinat +a, + B)




TUTV4-6

TUTV4-6 En el sistema mecanico de la figura la masa m1 = 3kg se desplaza
de su posicidon de equilibric 175 mm hacia arriba en el plano inclinado, y se
suelta en el instante inicial con una velocidad 1.5 m/s hacia arriba. La masa m2
es de 8 kg, k1 = 1000N/m, k2 = 1350N/m, b = 20N s/m, 6= 30°.

El apoyo del muelle 1 es movil y oscila como un oscilador arménico, segun la
ley z = zp sen Qt, donde zp = dmm, = 8rad/s. (a) Obtener la ecuacion diferencial
del movimiento para la particula de masa m1. (b) ¢ Oscila el sistema? Justificarlo
razonadamente. La frecuencia angular de vibracién, en su caso, de la masa mi1,
en el estado estacionario. (c)La posicidon de la masa m2 en el estado
estacionario. (d) Dar un entorno de sequridad, en el disefic del sistema

mecanico, para la vibracion de la pared movil.

Juan José Miralles Canals. Centro asociado UNED. Albacete Curso 2016-2017 M2




TUTV4-6

m,
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TUTV4-6

N —migcost =10
—mayg sent — Fi,_+T1T =10

Fk. — ‘I‘:E‘SE

1 1 1 _ k1ke
e — R TR ke = 40k

27 — mog = 0

1
—myg senf — ko0 + 529 = 0
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TUTV4-6

N-mygcostd=0

T - mlgsenﬁ'-‘Fk ml;c': Eﬁl
k(x+ 6, -2) . ”

¢ ki + e l

2T—m2g= -mg_.]; Figure 4

L(0) = a+2b=cte
Lit) = a—z+2(b+y)

T—mlgsenﬂ- k1+k2 (x+0,-2)= my x a—l—?b—a—m—l—gb-l—y):"

2T—m2g:-m2}

N-mgcos@=0
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0-b G- A gy T g Ey
- gsentl-bH(x-2)- X -2yt —(g-—)=m x
1 8 i+ i e 5 & > 1
1
—m1g send — k.0, + §mgg — 0
b klkZ b (klkZJ
x Iy +ic .o ki+k
my+ == (== (my + == (my + ==
T
2(t) = zgsenfdt = zgcos(L11- 5)
é(r)zz[; Qcons ()¢
. eyl ky Fy)
X n k1+k2m2 JC"‘:‘JE: k1+k}2?12 Zo sen) f+ m ZO.QCOIIS-Qf
m ot == (=) (my + == (rm + ==
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zo Qcons () f

ASenX+BCosX = VA2+ B Sen(X +g)

4 B
¢=tan" —
- k1 &y (i1 ko) 2 2
X .5C1+fc2 .. '.i'c1+k2
g + o XTx= 1 - Z0) ——zp{l) sen({lt+ )
m+= (m+=2) (my +—2) (my+ %)
v A a (k1 &)
kg " * i
T x+4x+11490x = 0.60cos(8f+0.27- —)
sen({lt+ ) =cos({it+ ¢ - E) 5
ad ) (k1 #7) 2
b . K+ k1 +ky b 2 7
xF —— — X=,4|( — %) +( — 2 (1) cos(QUi+@-—)
""“lJrT2 (1"3"11““71 \ (1‘3"l1+T2 (ml+T2 2
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Forzamiento inducido por rotaciones descompensadas

Fuente de wvibraciones forzadas se encuentra en el
desequilibrio de una pieza giratoria en una mecanismo. En
general los mecanismos con partes rotatorias pueden no estar
perfectamnete equilibradas, lo cual produce oscilaciones

forzadas sobre los mismos.

G

No equilibrado significa mas
masa en un lado de la maquina
que en otro, una distribucion
inhomogénea de masa.

Juan José Miralles Canals. Centro asociado UNED. Albacete Curso 2016-2017

Modelizado como wuna masa
efectiva no equilibrada m, con
una excentricidad efectiva e, en
un mecanismo de masa M.
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Forzamiento inducido por rotaciones

descompensadas
=0t

X, = e sen (1t
Vi = e cos {1t

- -
m; rz (t) +mprp (t)

-'F’CM (t) = (Xem, Yem ) =
my; + Mo

0 6
IQ—{ Esen 0t
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i ()
=7 1 e 5em Ot
- -

M+m) g
I
v
< oM
— : =
Fk=kx I
N
R my Ty (&) +mpZp (£) M (x (£), O) +m (x (£) +Xp (£), ¥a (£))
ey (E) = (Xew, Yeu) = =
mny +mp M +m

M(x(€), 0) +m (x (E) + esen t, ecos R £)

Tew (&) = (Xcw, Yew) =
M +m

Mx+m(x+esenQt)

Xaq (t) = N-mgs= (M+m) Ve (t)

M+m
mecosQt "Fb "Fk (M+m) XCM (t)

M+m

You () =
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Forzamiento inducido por rotaciones descompensadas

—_— o d2 mecosQt
v ! N-mg= (M+m) ( )
dt? M+m
Fiokex T d2 Mx+m(X+ esenQt)
“Fp -Fy = (M+m) ( )
N dt? M+m
N(t) = gm- meQ’cosQt b k m
X 4 X + X= en®senQt
M+n M+m m+M

X (£) +2¥% (£) +wo” x (t) = gosenQt  __

o b
Y =
m+ M
ap =0
k
T\ mem x()=Ce”'Sin(w, t+ 6)+ L Sin(wt+ a + )
7 2 12 2_.1 @
m ) \/(wo -w ) +4yw
Jo = e woz—w2
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TUTV4-7

TUTV4-7 Determinar la amplitud de la oscilacion en
el estado estacionario de la masa de 10 kg si la
constante de amortiguamiento b tiene un valor de 1)
b=500 N s/m, i1) b=0. Determinar la posiciéon de la
masa m en todo instante de tiempo en ambos casos

T
k =100 kN/m = b
1

F = 1000 cos 120f N
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TUTV4-7
kS(t)+bv(t)-mg-F cos(wt+a,)=(-) m y)
5(1) — 5@ + y(t)

= =50
ko,—mg+k+y(it)+by(t)+m y({) = Fycos(wt + ap)

{L oo o
s o y(®) +2y y) + w5 yt) = g(®)
t m =10 kg i g(t)= F(t) |r:n cos(wt+a,) =g, cos(at +a,)
V.. (t) = Jo Sin(wt +a, + )

\/(a)g @) +4y w

L y(t)
Iy

F 1000 cos 120t N
Tema I-Leccion 4 Oscilaciones forzadas
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m y(t) = ASin(et +a, + §) TUTVA4-7

Yes () =

s [ £=L
it T “Tw /(600 60) +4y’ 0’

=
=
m

Sin(at+a, + )

j k rad I’ad A = !
b w= =100 S =120 — (9, 2)?
F = 1000 cos 120t N m S g a)g (1[a)j J +(2é,0)

04 b 1 w120

{=——= = — =025 -2 2 :
wo 2mwy 4 wo 100 [1_[\/\/) ]
Fy 1000 N 8 _ 100 o "
8o = > = =100 — 5 = T = 0.0l m B =tan” Wo—-W _ tan”! 0
m 10 m 0 7W ZCW
2
A= = - e 00134 m
o) o) \/(1—(1.2)2)2+(2 x0.25x 1.2)
- 2] | +2¢ % :
a)o a)o g
O 0.01
As———~r—-= =0.0227 m
2 2
(o)) -027]
; ' i a)() .z . .



PREEY () = ASin(at +a, + ) TUTV4-7

J: b=500 Ns/m
k =100 kN/m = Hb 5
m=10kg 2 2 W, _ -
t jgtanl[wow ):tanl =tan "' (1 (1'2)) =—0,63 rad
l 2w 2 W 2x0.25x% 1.2
F =1000 cos 120¢ N WO

y(t)=0.0134 m Sin(120t —0.63)

ﬂ=tan1(W2°_W2]:tan1 {I[V\%VN ! (1‘((1)-2)2) T

2y

y(t) =0.0227 m Sin(120t ——)
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TUTV4-8

TUTV4-8 Un automovil que pesa 13344 N, se desplaza
sobre una carretera con perfil sinusoidal, como se muestra en
la figura. Disefiar una suspension, y por lo tanto elegir un
amortiguador b y un muelle Kk, tal que: a) La amplitud de
vibracion del coche sea menor que 14" para todas las
velocidades y b) La amplitud de vibracion del coche sea
menor que 4 a una velocidad de 55 millas/h.

16
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TUTV4-8

La ecuacion del perfil de la carretera (movimiento de la base)
A la velocidad v, la distancia recorrida es s=vt,e Y =16"/2 = 8" (0.0254 m/ 17)

=0.203 m
278 \=>y =0.20sin 278 _0.20sin| 2" V!
y=Y sin| == 33%0.3408 10.1

Frecuencia del forzamiento 27V

10.1
Amplitud de vibracion < 14” x 0.0254 m /" para todas las velocidades (0.36 m)
A A _ X _03556 .
- — Uamplif T\, ~
J, 5est Y 0.203 x(t) i
a)g 1 1'=0.0254 m k§ b

_175  1ft=0.3048 m
2

IR R i
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TUTV4-8

180O° I
/,/: £§0.05—__ |
: 0‘ --.._____—"_“—-—
3,‘0 IEDO f Oallg-‘—-—-_-___"—
025—
e .375
— 0.50
&80°
2.0
0 1.0 2.0 30 40 5.0
X|» w
S, wn
1.0 I
£ =0375
-
I-—-_______h_—-""'—"--—_..___
—
0 30 4.0 5.0
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5280 ft 0.3048m m
X% _05 as6mph v=55mphx —24.6—
Y 8 3600s 1 ft S
3
X 05 a)0>2'1 v — 2m24.6 153 rad
Con¢=0.375: - <V. | 10.1 s
Y | é_Ooslxﬂ
0.05 ou ,———:;8;’5::—-__-1?*:
mﬂaﬁz’?.ﬁmdw o
2.1 B
K = 7.332(%j = 9970.6E
0.81 m

13344 Nx
733 =7477.94 —

9. 81 HI Tema I-Leccion 4 Oscilaciones forzadas

b = 03732mwy=03752



TUTV4-9

TUTV4-8 El movimiento del objeto B viene dado por zz(t) =
b sin wt. Determinar el rango de las frecuencias de
forzamiento w para las cuales la amplitud del movimiento de
la masa m relativa a B es menor que 2b.

——=2Zp = b sin wt

= )
ki2 ki/2

= m
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TUTV4-9
-k o (t):mfx:(t)

i el 8 () = x (¢) — 7 (f)
= - . k k
Movimiento relativo X+ —x=—z(0)
(t) = x(t) - 2(t) kT
y — — o oo
A I Z+y+ — (y+2)=—20)
d, - 23\ 2 m m
(w&} \/(l(a)j J 2
@ (wj y+—y=-z
@, m




TUTV4-9
A_2b_

’ < 2
[”j b b
A W, 0 2
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TUTV4-10

TUTV4-10. El péndulo representado en la figura,
consiste en una masa de 5 kg sujeta al extremo de una
varilla ligera de 0.9 m de longitud. El otro extremo de la
varilla oscila a lo largo de una guia horizontal.
Suponiendo oscilaciones de pequena amplitud
determinar: i) La ecuacion diferencial del movimiento
para la posicion angular 0 del péndulo. ii) La amplitud
de la oscilacion estacionaria. 150 sen St mm

6.0 Ns/m
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TUTV4-10

) %

Tm/0 = ?mfﬂ’ - ?gr;g = [(sinf, —cos @) + (2sin 2t 0) = (Isinf + zsin Qt, —[ cos b )

?mm = (.E’GQFUS(Qf_)+EQFU59._J!951H9)

2 . 2 .
E}mfﬂ — (—zgﬂzsin(ﬂf) — 16 sinf +[cosfo. f(msﬂﬁ —|—si1199)>

sinf ~ #
En la aprorimacion de dangulos pequenos: cosl ~
.2

g -~ 9923}920
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TUTV4-10

T mio = (104 zsinQt —1)
Um0 = (Juﬂ cos ( Q) + +16 u)
?mf’g — (—EQQE sin( Qt)+16. U)
—mgsinf — Fycos = ma; = m f; )
2

I' —mgcost + Fysint = m a, = m+%

% — % 20Qcos (Qt) +10 ) = —20%sin Qt + 16
—mgl—F, = mLO—mzQ*sin Q¢

bl ~ bzpf2 cos ( 2 ]—I—bfﬂ

F, = b

Juan José Miralles Canals. Centro asociado UNED. Albacete Curso 2016-2017 Tema I-Leccion 4 Oscilaciones forzadas



TUTV4-10

—m gl —bzgQcos(Qt) — bl =mlf — mzoQ? sin Ot —

m 10 + bl + m gh = mzQ° sin Qt — bzQ cos Qt

> b q 2002 bz
4+ —6+ iﬁ' — 20 sin O — 0 cos Ot
m { ml

Asin X +Bcos X = VA?+ B?sin(X + )

> = tan @ —
" an 1
) feg 70 Q% ) bzo())? (P /4
0+— 0+ = 0= + cos |[Qf+tan™ | — | — —
m / / ml m} 2
za:rfl2 2 bzol) 2
| \/(.E )+(m£) o L[5 r-bq
X (1) = sen| ()  + tan 54 + tan [m_ﬁ]_E

Jis - (e
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TUTV4-10

150 sen St min
(zoﬂl )l_i_(bzofl)l 2 5
x(7) = en| () 7+ tan — |t tan [ ] — = il X
B L2 0 ml 2 )
(G- (g) " -
6.0 Ns/m
Amplitud estacionaria en funcidn de la frecuencia

0.oF

0 2 4 3] 8 10 12

~ rad
Q(—
s

x(7) =[0.280 [simn(>7—2.97)
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TUTV4-11

cuelga de un cordon elastico
segun se indica en la figura. La
longitud natural del cordon es de
1.5 m y su longitud en equilibrio
es de 2.0 m. Si el cordon ha de /
mantenerse tenso cuando el

soporte superior oscila segun la

ley: y(t)= a seng2t, determinar: a) _
La maxima amplitud, a_,,, "
cuando 2 = 4 rad/s. b) El

intervalo de frecuencias de Ila

oscilacion del soporte superior

cuando a =0.7 m
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TUTV4-11. Una masa m de 4 kg " p
) =asen Q¢ I




g
m o

mg mg

5&: (]_]o)
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TUTV4-11

(1) =a sen Q¢ I

k koo |
[

':'-+—::—ﬂtm(ﬁr+c}g)

T
o o 9.81 rad
n — = = =v19.62 —44’*94-—
Wo = m O,

r
mgeg == =N [
F=—S5 bg_m a=wora= 3 a
O¢
V= () ty = 7
wo? — ()* 4
f = Artg 0 - E Z(t) m
_ sen({lr+ f+ap) sen({lr) sen({1r) sen({17)
S(UZE@\/ — - =ga\/ —— =& =a
wo~ — 07 + 497 () wo~ — (] 2 2
ot e @ @)
WO WO
a
(1) = sen({ ¢
(1 — sen((27)
T e
&
O¢

Tema I-Leccion 4 Oscilaciones forzadas
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TUTV4-11

=(1) = — sen({ 7) Condicion de estar estirado
1 - | 2 o(t) =0, +z(t)—v(#) =0
&
O¢
a) La maxima amplitud, a_, , cuando 2= 4 rad/s.
( ) _
(
]. "l (—} F 1 1 ""(5
o) =0, — asgen({li)| -1+ = =0 asen({17) v =0, B
] — 0 1 - )
£
1 % k\ V 0e )
a < L 5 asen({lty=a —
max = = =0.11m
1
— 1 1 1
1- ; o
o £
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TUTV4-11

yt)=asenQt

b) El intervalo de frecuencias de la oscilacion !
del soporte superior cuando a =0.7 m ,
Condicién de estar estirado
6(1) =6, + (1) — ¥(1) = 0
r R
Oc
. _ | 1 . a =
o) =0, — asen({l)| -1+ = =0 ( \
1
[ Y PR 22 -1
=4
\ Oe / 1-| —=—
£
\k \ ﬁe 5o
\ )
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yt)=asenQt

e—

b) El intervalo de frecuencias de la oscilacion del soporte

superior cuando a =0.7m &, 4icion de estar estirado

6(f) =0, +z(t)—v(1) =0 | [

( \
| ) O¢
N . _ ) a =
o(f) =0, — asen({lf)| -1+ — = () ( \
R 1
- 7 T s |
0, =0.5m /ag_ i
\ e ) 1-| L2
il
g =981 — R
S'Z §F}Ojg}0, H}U,Q}O \ \ J )
\ )
a = 0.70m"
20 o rad o rad
D<= 2 8622 \/ - - —— =557 <0<V2 [Z =626 —
a+o, s 0, a+o, § O s
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ANALOGIA CIRCUITOS ELECTRICOS-MECANICOS

. R. g 1, () +27 x() + 02 x(0) = g(©)
q + 7 q + C 1 st

iy 2
() m

N '
I(t)= T, sin £2t l X

q(t=0)=qo, ¢(t=0)=0 xr=0)=xg, x@=0)=0 FO=lysinQ¢
Circuito eléctrico Sistema mecanico
L. inductancia m, masa
R, resistencia b, coeff. amortiguamiento
1/C, inverso capacidad K, constante del resorte
q(t), carga x(1), desplazamiento
i(t), corriente v(t), velocidad

V(1), fuente alterna F(t), fuerza periodica
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ANALOGIA CIRCUITOS ELECTRICOS-MECANICOS

Circuito eléctrico Sistema mecanico

L. inductancia m, masa

R, resistencia b, coeff. amortiguamiento
1/C, inverso capacidad K, constante del resorte
q(t), carga x(t), desplazamiento

i(t), corriente v(t), velocidad

V(1), fuente alterna F(t), fuerza periodica

» Aplicacion en métodos experimentales para la determinacion de
las caracteristicas de un sistema mecanico determinado.

»Un circuito eléctrico se construye con mas facilidad que un
sistema mecanico, y la variabiliad se estudia variando L, C y R no

m K yb
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ANALOGIA CIRCUITOS ELECTRICOS-MECANICOS

Para obtener el equivalente electrico de un sistema mecanic dado, hay
que centrar la atencion en cada masa en movimiento del mismo, y
observar que muelles, amortiguadores y fuerzas externas son aplicados
directamente a cada masa. Por cada masa y sus elementos mecanicos, se

escribe un lazo eléctrico correspondiente.
Sobre la masa m; actian Lazo L, proporcional a m, con:

‘k, yk,,b,yb, * dos condensadores C, y C,
— inversamente proporcionales a k;
y k,, dos resistencias, R, y R,

proporcionales a b, y b,

Sobre la masa m, actian Laz.o L, proporcional fa m,
, °k, y b,,F(t) con: C, y Rz, y una fuente
= losmar V(t), proporcional a F(t)

Juan José Miralles Canals. Centro asociado UNED. Albacete Curso 2016-2017 Tema I-Leccion 4 Oscilaciones forzadas



ANALOGIA CIRCUITOS ELECTRICOS-MECANICOS

S S S S C, Ry

kf \:ﬁ b L,

m T —— C; R
X
1

A
%kj 7" M gL:
!

N
X5 L{e) = 1] sin (21

F(t)=Fysin Q¢
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