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TEMA 2.- OPTIMIZACION CON RESTRICCIONES DE IGUALDAD
El problema consiste en optimizar una funcion de n variables z = f(Xy, X5, ..., X,) Sujeta
a las m condiciones:
gl(xll X2y ooy Xn) = bl
O2(X1, X2, .y Xn) = Dy

i gm(xl’ XZ’ ey Xn) = bm
siendo m < n.

Método de sustitucion.-

Si es factible despejar m incognitas del sistema anterior, en funcién de las otras n—m
incognitas, sustituimos sus valores en z y el problema se reduce a una optimizacion sin
restricciones.

Un ejemplo:

La funcion de utilidad de un determinado consumidor es:

u(x,y) = In(2 + xy),donde xe yson las cantidades consumidas de los
bienes P y M cuyos precios unitarios son de | euro, respectivamente. Si el
consumidor dispone de una renta total de 8 euros para consumir y la gasta
en su totalidad.

Calcular qué cantidad de los bienes debe comprar para maximizar su
utilidad

Solucion.-

Se trata de maximizar u(x,y) = In(2+xy), sujetoax +y =8

Despejamos y = 8 — x, sustituimos en u(X,y) y el problema se reduce, por lo tanto, a

maximizar u(x) = In(2 + 8x — x2), Derivando e igualando a cero: u’(x) = %
+8x—X

=0—>

S x=4> y=4.

—2(2+8x—x?)-(8-2x)
(2+8x—x2)2

La segunda derivada: u’’(x) = —>u’4) = 1—: <0, luego en

el punto (4,4) hay un maximo.

Método de los multiplicadores de Lagrange.-
1.  Estudio de una funcion con dos variables independientes y una restriccion

Optimizar: z = f(x,y)
sujetoa: g(x,y) =b

La funcién Lagrangiana L sera:
L(x,y) = f(x;y) + )t[g(x,y) - b]

La condicion necesaria de primer orden exige que se cumpla:

oL odf dg
g—a-l-/‘la—o
aL. o d
dy dy 0y
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Si llamamos Hessiano Orlado H al siguiente determinante:

0 gx gy
H = g,x sz ny
g,y Lyx Lyz
Se demuestra que: B
1. Existira un maximo si H > 0
2. Existira un minimo si H < 0
i1.  Funcion objetivo con tres variables independientes y una restriccion

Optimizar: z = f(x,y,u)
sujeto a: g(x,y,u) = b
La funcién Lagrangiana L es:
L=z+2Ag(x,y,u)—b]
a) Condicion necesaria: Nos permitira obtener los puntos criticos, y exige que:

dL 0 d \
_0z 09 _

ox ox AT 0
dL 0z dg
a—y=a+l$=0>
dL 0z dg
au out =Y

Sistema de tres ecuaciones, que juntamente con la restriccion g(x, v, u) = b, nos posibilitan
obtener los valores (x, vy, Ug) criticos, de posibles maximos o minimos, y asimismo saber

cual es el valor del parametro A o multiplicador de Lagrange.

b) Condicion suficiente: A través del Hessiano Orlado. y sus menores principales, nos
permitira asegurar qué puntos criticos son maximos y cuales son minimos.
Llamaremos Determinante Orlado H. en este caso. al siguiente determinante:

0 gr 9y u

Jx le !\) Lxu

Ty Lyx: L b

.‘1;4 vavu' L'l.ly L’,',Z

Asimismo, llamaremos H, . al menor principal de H consistente en suprimir la ltima fila y la
ultima columna en el Hessiano Orlado H. es decir:

0 gr 9y
Hy=|g9x La Ly

gy Lyx L y?
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Nota: Repdrese que este menor principal H, en funciones objetivo con 3 variables
mdependientes, comncide con el Hessiano Orlado cuando operamos con funciones objetivo de
dos vanables z = f(x,y).

Pues bien, se demuestra que:
1.- Existira maximosi H, >0y H<O0
2.- Existirda minimo si H, <0y H<0

iii.  Funcion objetivo con n variables independientes y m restricciones
Optimizar: z = f(xq, X3, ..., X, ), con las m restricciones:
g1(x1, %3, 0, Xp) = by
g2 (x1, X2, ... xn) = bz
gm(xlerJ xn) - b
La tfuncion Lagrangiana seré:

L :z+Z)Li[gi(x1,x2,...,xn)—b,-] i=12,....m

a) Condicion necesaria: Obtendremos con ella los posibles puntos criticos, y exige que:

Z)L-agl— i=1,2,.
ax - Jj= 12..,?1

b) Condicion suficiente: A partir del Hessiano Orlado H. y sus menores principales,
podremos saber s1 existe realmente maximo o minimo.
Omitiendo la demostracion, llamaremos "Hessiano Orlado™ en este caso, al siguiente

determinante H

0 0 - 0 di: O3 - .
v QO = @ Hay #H22 H2n
() () () o 1 ' ¢
H=|" ‘ : -

iy Y2y S Ly, L, : Ly,
."I 2 ‘l;‘ 2 i ‘,r.n_' [ ’.’-i 1"-;: = [".’n
‘f.l n "‘.’" ) “';apnu I'-;H I'rll.‘ y !'4.|.u

do L d2L . 0g;

siendo = Lo dt

Yo 0x0x; Y 9ij 0x;
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A partir del Hessiano Orlado H pueden formarse distintos menores principales orlados. Asi
el que contiene a Ly como 1ltimo elemento de su diagonal principal se denota por H;. y su

expresion sera:

0 oo 0 -"’l . vas -‘llll

0 -« 0
g (0 0 ";lll BN (’;"
H= |~ . - -
1 -"ll "ﬂl l‘ll e l.“
| »‘I’h a0 q:m l';’l e l‘l;

Una condicién suficiente de optimalidad es:

e Si los ultimos (n — m) menores principales orlados tienen el mismo signo de (—=1)™,

entonces en el punto X, existira un minimo relativo o local. Es decir, los ultimos

(n — m) menores principales deben ser todos positivos sim es par, y todos negativos si
m es impar.
e Si los limos (n—m) menores principales orlados tienen el signo alternado,

comenzando por (—=1)™*!_entonces en el punto X, existird un maximo relativo o local.

El signo altemado exige que si m es par el primero sea negativo y si m es impar
entonces el primero debe ser positivo. (Nota: se entiende por "primero” el de menor
orden).

Condicion suficiente de optimalidad global.-
Se demuestra que s1 la funcion objetivo / es una funcion concava (convexa) y el

conjunto factible S, es un conjunto convexo, entonces todo punto factible que verfique
la condicion de Lagrange, serd necesarlamente un maximo (minimo) global,
constituyendo en este caso la condicion de Lagrange una condicion necesana y
suficiente de optimalidad global.

Ademas, en el caso de que / sea estrictamente concava (convexa), se tiene la
unicidad del maximo (minimo) global.

Nota

Cuando el conjunto factible S estd definida mediante restricciones de 1gualdad, sélo se
obtienen conjuntos factibles convexos si las funciones que definen las restricciones son

lineales.
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Interpretacion de los multiplicadores de Lagrange.-

Si f toma el valor 6ptimo en X, entonces % =\, 0también df(x) = -, dby.
k

EJERCICIOS

1 La funcién de utilidad de un consumidor es U (x,y) = 2Inx + Iny
Su restriccion presupuestaria viene dada por la ecuacion x+2y =18

Calcular los niveles de x e y que el consumidor debe comprar de dos bienes A y B,
respectivamente, con ¢l fin de maximizar su utilidad.

Solucion.-

Lo resolveremos por el método de sustitucion. Se tiene que x = 18 — 2y luego U(X,y) =
=f(y) = 2In(18-2y) + Iny.

La derivada df(y): —4 +£=O —>4y=18-2y > y=3.
dy 18-2y vy
2 j—
La segunda derivada: d f(zy) = 8 5 —iz gue es menor que cero en todo punto del
dy> (18-2y) vy

dominio de f(y). Luego en y = 3, f(y) toma un maximo global. Por tanto en el punto (12, 3) se
maximiza U(x,y)

2. La funcion de utilidad de un consumidor es: U(x,y) = 2xy +y
Sujctoa: Pix+ Py =M

Dondc x ¢ v representan las cantidades de los bienes 1 y 2 consumidos en un periodo de
tiempo dado. P; y P, (ambos positivos), son los precios unitarios de cada uno de los
bienes y M la cantidad de dinero de la que dispone ¢l individuo.

a. Calcular la cantidad a consumir de cada uno de los bienes, si ¢l objetivo es
maximizar la utilidad.
b. (Cudl ¢s la vanacion que experimenta la utilidad maxima ante un cambio en la
cantidad de dinero disponible?
Solucion.-
a) La funcion lagrangiana £(x, y) = 2xy + y + A(P1X + P,y — M)
La condicion necesaria de 6ptimo:

2y + AP =0
2X+1+AP,=0
Px+ sz =M
Resolviendo el sistema se obtiene x = 2M - R, Y= 2M+ Py TA= — 2M+P,
4P, 4P, 2P,P,

—5/13-




UNED. ELCHE. e-mail: imozas@elx.uned.es
TUTORIA DE MATEMATICAS AVANZADAS PARA LA ECONOMIA https://www.innova.uned.es/webpages/llde/Web/index.htm

0 P P,
El Hessiano orlado: H = P 0 2| = 4P,P, > 0, luego las cantidades obtenidas
P, 2 0

N

maximizan la utilidad.

b) La variacion que experimentara la utilidad méaxima ante un cambio (de una unidad)
en la cantidad de dinero disponible es el valor opuesto del multiplicador de Lagrange, es decir,
2M + P,

2P,P,
3. Resuclvacl problema Min 4x?% + y?
Sujctoa 2x + y = 5000

Indicando el valor del multiplicador asociado a la solucion.
. Cual sera ¢l efecto sobre ¢l valor de la funcion objetivo en ¢l 6ptimo, si s¢ incrementa en
una unidad la constante de la restriccion?

Solucién.-

La funcién lagrangiana £(X, y) = 4x* + y* + A(2x + y — 5000)

La condicion necesaria de optimo:

8x+2A=0
2y +A=0
2x +y =5000
Resolviendo el sistema se obtiene x =1250; y =2500; A = —5000
0 21
El Hessiano orlado: H=2 8 0 =-16 <0, luego el punto (1250, 2500) minimiza la
1 0 2

funcidn objetivo.
Si la constante de restriccion pasa de 5000 a 5001, el valor de la funcion objetivo en el
dptimo aumentara aproximadamente 5000 unidades (el opuesto de A)

4. Obténgasc los optimos globales del programa: f(x,y) = 10x + B8y — x* — 2y*

bajo la restriccion dada por la ecuacion x + y = 4.
Solucién.-
Lo resolveremos por sustitucién.
X+y=4 > y=4-x—f(x) =10x + 32 — 8x — x* —2(16 — 8x + Xx?) = 18x — 3x* >
— f'(x) = 18 —=6x=0 > x=3— y=1. Por otra parte f"’(x) = -6 < 0 — en el punto (3, 1)
hay un maximo relativo.

i i i . -2 0 ..
Como la forma cuadrética asociada a la matriz hessiana de f(x,y): ( 0 4] es definida

negativa, la funcion f(x,y) es concava. Ademas el conjunto factible es convexo, luego el punto
(3, 1) es maximo global.

5. Estudie los optimos locales de la funcion: f(x,y) = x* + y, bajo la restriccion
dada por la ecuacion x®> +y =0
Solucién.-
Lo resolveremos por sustitucion:
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X=0->y=0
XC+y=0oy=xX>fX) =X x5 Fx)=2x-3x*=0—> 2 g .
ng_)y:_ﬁ

f''(0) =2 >0— (0,0) es minimo local

t rte: £°(x) =2 — 6X -
por otra parte: f’(x) - f..(g):_zd)_)(éz_?gjesméximo local

6. Seca la funcion de costes de una empresa C(x,y) = —x + (y — 1)* + 10. Donde x
¢ v son las cantidades de los factores A y B que se utilizan para obtener ¢l producto
Q. Fijado ¢l nivel de produccion de Q en 9 unidades, la tecnologia utilizada para
alcanzar dicho nivel viene dada por la funcion de produccion:

Qx,y) =x*+(y—1)*

Se pide:

a) ;Cual sera la cleccion del cmpresario si su objetivo es determinar la
combinacion dc factores (entendiéndose que solo sc¢ considerara aquella
combinacion donde los dos factores scan positivos) que minimizan ¢l coste de
la empresa, para un nivel de produccion de 9 unidades?. En este caso, [ qué
valor alcanzaria ¢l coste de la empresa?.

b) Si tras una mejora en la productividad de la empresa, ¢l empresario se
plantcasc aumentar e¢n una pequeiia cantidad su nivel de produccion,
Jdisminuiria con cllos sus costes?. Razone la respuesta.

Solucion.-
Se trata de minimizar C(X, y) = —x + (y — 1), sujeto a Q(x, y) = x* + (y — 1)> = 9.
La funcién lagrangiana: £(x, y) = —x + (y — 1)% + A[x* + (y — 1)* = 9]
La condicion necesaria de 6ptimo:
-1+2)x=0
2y-1)+2My-1)=0
XX+ (y-1°%=9

admite como Unica solucidn (con los factores positivos): x =3,y =1, A =

[ AR

0 2x  2(y-1)
El hessiano orlado H=| 2x 2r 0 |= -8A(y — 1)> — 81 + A) =
2Ay=1) 0 242

= (particularizado para la solucién obtenida) = —84 < 0, luego dicha solucion minimiza el
coste.

El valor minimo seria C(3, 1) = -3 + (1 — 1)* = -3.

b) El coste marginal de aumentar una pequefia cantidad, por ejemplo una unidad, el

nivel de produccion, seria el opuesto del valor del multiplicador, es decir — 5’ lo que significa

que disminuiria sus costes.
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7. La funcion de utilidad de un consumidor, depende de la adquisicion que éste haga
de tres bienes (x,y,2) , en los siguicntes términos

U(x,y,z) = 5inx + 3iny + 2inz, x>0, y>0, z>0

Si los precios unitanos de cada uno de los bienes son 10, 2y 4 u.m. respectivamente,
determine la cantidad de cada bien que hard maxima la utilidad del consumidor, si éste
agota su renta que es de 1.000 u.m

Solucién.-

El ejercicio consiste en maximizar U(X,y,z) = 5Inx+ 3lny + 2Inz sujeto a

10x + 2y + 4z = 1000.
La funcién lagrangiana £(x, y) = 5Inx + 3Iny + 2Inz + A(10x + 2y + 4z — 1000)
La condicion necesaria de éptimo:

> +10A =0
X
§ +2)0=0
y
2 +4)0=0
z
10x + 2y + 4z = 1000
sistema que resuelto proporciona x =50, y = 150,z =50, A = —ﬁ
0 10
10 - 52 0
o 50 1
El Hessiano orlado: H = 3 =————<0, vy
2 0 05 0 46875
150
4 0 0 - 22
50
0 10 2
H, =[10 —5—32 0 |= % >0, luego las cantidades obtenidas maximizan la utilidad.
5 3
1507

8. Estudie los optimos locales de la funcion: f(x,y) = x* + y, bajo la restriccion
dada por la ecuacion x* + y =0

Solucién.-
La funcién lagrangiana: £(x, y) = x* +y + A(x’ + )
La condicion necesaria de 6ptimo:
2x +3\x° =0
1+1=0
XX+y=0
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admite como soluciones (x=0,y=0,A=-1)y(x= % y= —%, A =-1)
0 x> 1
El hessiano orlado H=[3x> 2+6Ax 0|= —2— 6AX.
1 0 0

Para la primera solucion H = -2 < 0, luego el punto (0, 0) es minimo local.

Para la segunda solucion H =2 > 0, luego el punto @—%J es maximo local.
9. Considere la funcion de utilidad de un consumidor dada por:

U(x,y) = Inx + Iny . donde la restriccion presupuestaria viene determinada por
la ecuacion: px + qy = r, siendo p y ¢ los precios de cada uno de los bienes y r
la renta monetaria.

a) Calcular las unidades que ha de consumir x, y para maximizar la utilidad.
b) (Se puede afirmar que ¢l maximo obtenido es un maximo global del
problema?
¢) Halle aproximadamente la vanacion en la utilidad maxima del consumidor si
la renta disponible aumenta en una umdad.
Solucion.-
a) Se trata de maximizar U(x,y) = Inx + Iny, sujetoa px + qy =r.
La funcion lagrangiana £(x, y) =Inx + Iny + A(px + qy — )
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La condicion necesaria de éptimo:

E+7»p =0
X
i+kq =0
y
pX+qQy=r
. . . r. r. 2
Resolviendo el sistema se obtiene x= —;y= —; A= ——
2p 2 r
0 »p g
: e 1 q> p? :
El Hessiano orlado: H=p -— 0 |=—+~ >0, luego los valores obtenidos de
X X® Yy
1
q 0 —F
X € y maximizan la utilidad.
S
b) Como la forma cuadratica asociada a la matriz hessiana de U(x,y): X 1 |¢€s
Sy

definida negativa, la funcion U(x,y) es concava. Ademas el conjunto factible es convexo, luego

el punto (LLJ es maximo global.
2p 2q

c) Seria el opuesto del valor del multiplicador, 2
r

10. Un consumidor dispone de 600 u.m para gastar en dos productos. El primero de
ellos tiene un precio de 20 u.m por unidad y ¢l segundo de 30 u.m por unidad. Sila
funcion del consumidor es: U(x,y) = 10x%6y%* se pide:

a) Determinar ¢l numero de umidades de cada articulo que deberd comprar el
consumidor para maximizar la utilidad.

b) Calcule la utilidad maxima.

¢) Halle aproximadamente la variacion en la utilidad maxima del consumidor si
la renta disponible aumenta en una unidad.

Solucion.-
a) Se trata de maximizar U(x,y) = 10x*°y%* sujeto a 20x + 30y = 600.

La funcién lagrangiana £(x, y) = 10x*°y** + A(20x + 30y — 600)
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La condicion necesaria de éptimo:

0,4
6(Xj +200=0
X

0,6
4(5j +300=0
y

20x +30y =600

0,6
Resolviendo el sistema se obtiene x =18;y =8; A = —i(gj

3014
0 20 o 30 e 0
El Hessiano orlado: H =20 _2,41y4 024’406 :9601)2 + 20?8(0)6 216?3/ > 0,
R A A
0,6
30 Xoi’jo,e _2’31),(6

luego los valores obtenidos de x e y maximizan la utilidad.
b) Como la forma cuadratica asociada a la matriz hessiana de U(x,y):
_2,4y°’4 2,4

1,4 0,4,,0,6
X

24 X2 A?/XO’G es semidefinida negativa (el determinante es cero), la funciéon U(x,y) es

0,4,,0,6 1,6

Xy y
concava. Ademas el conjunto factible es convexo, luego el punto (18, 8) es maximo global.

0,6
c) Seria el opuesto del valor del multiplicador, %(%) ~0,2169

11. La funcion de costes de una empresa:
Cx,y)=-x+ (y—1)?*+10

Donde x ¢ y son las cantidades de los factores Ay B que se¢ utilizan para
obtener ¢l producto Q. Fijado ¢l nivel de produccion de Q en 9 unidadces, la
tecnologia utilizada para alcanzar dicho nivel viene dada por la funcion de
produccion:

Q(x,y) =x*+(y — 1)* conx=>0,y=>0

Calcular la cleccion Optima del empresario si su  objetivo es determinar la
combinacion de factores que minimizan ¢l coste de la empresa.
Solucién.-
Se trata de minimizar —x + (y—1)> + 10, sujeto a x> + (y-1)> = 9, con
x>0,y>0
La funcion lagrangiana: £(x, y) = —x + (y—1)? + 10 + A[x*+ (y—1)? — 9]
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La condicion necesaria de éptimo:
-1+2xx=0
2(y-1) + 2A(y-1) =0
X + (y-1)> =9
x>0, y=0

admite como solucién x=3,y=1,A = 1

0 2x  2(y-1)
El hessiano orlado H=| 2x 2\ 0 |,parax=3,y=1 A= % toma el valor
2(y-1) 0 2+2)

=-84 < 0 luego el punto (3, 1) es minimo local.

o wWlkFkro

wlN O o

12. Resuelva el problema Min 4x% + }u-’
Sujeto a 2x + y = 5000

Indicando el valor del muluphcador asociado a la solucion.
(Cuidl serd el efecto sobre el valor de la funcién objetivo en el 6ptimo, si se incrementa en
una unidad la constante de la restriccion?
Solucion.-
La funcion lagrangiana: £(X, y) = 4x* + y* + A(2x+ y — 5000)
La condicion necesaria de 6ptimo:
8Xx+2L=0
2y + A1 =0
2x+y—-5000=0
admite como solucion x = 1250, y = 2500, A =-5000
0 21

El hessiano orlado H=2 8 0|= -16 < 0 luego el punto (1250, 2500) es minimo

1 0 2
local.

El efecto sobre el valor de la funcidn objetivo en el 6ptimo, puesto que el incremento de

la constante es muy pequefio (1 frente a 5000) es practicamente igual al opuesto del valor del
multiplicador, es decir, se producird un aumento aproximado de 5000.
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13. Sea la funcion de utilidad de un consumidor U(x,y) = 6xy + 2(y — 2). Donde x e y, son las
cantidades que de adquieren de los bienes A y B. Los precios por unidad de dichos bienes
vienen determinaocs por el mercado, siendo estos 4 y 2 unidades monetarias (u.m),
respectivamente. La cantidad de dinero de que dispone el consumidor para comprar dichos

bienes es de 8 um. Se pide:

a) ¢Cual sera la eleccion 6ptima del consumidor si su objetivo es alcanzar el maximo nivel de
utilidad, suponiendo que se gasta toda su renta monetaria, R?. En dicha eleccion 6ptima,

¢cual seria el valor de la utilidad para el consumidor?
b) iAumentaria el consumidor su utilidad si dispusiera de una menor renta monetaria? Razone

sSu respuesta.

Solucion.-

a) Se trata de maximizar U(x,y) = 6xy + 2(y — 2), sujeto a 4x + 2y = 8.
La funcion lagrangiana £(x, y) = 6xy + 2(y — 2) + A(4X + 2y — 8)

La condicion necesaria de éptimo:

6y +41=0
6Xx+2+20L=0
4x +2y =8
. . . 5. 7. 7
Resolviendo el sistema se obtiene x = X y= 3 A= -5
0 4 2
El Hessiano orlado: H=[4 0 6/ =96 > 0, luego las cantidades obtenidas maximizan
2 6 0

la utilidad.
37

Sustituyendo los valores obtenidos en la funcion de utilidad se obtiene U[ggj =3

b) Se trataria ahora de maximizar U(X,y) = 6xy + 2(y — 2), sujeto a 4x + 2y < 8.
Las condiciones necesarias de Khun-Tucker

6y +41=0
6x+2+21=0
AAX+2y)=8

Para que 4x + 2y < 8, tendriaque ser A =0 —» x = —% que carece de significado.

Luego con una renta monetaria < 8 no se aumenta la utilidad.
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