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TEMA 4.- ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

Ecuacion diferencial ordinaria de orden n.- Es una relacion entre la variable
“x”, la funcion “y” y las sucesivas derivadas de ésta, es decir F(x,y,y’,y ", ....... y(“)) =0.
Una solucién es una funcion y = f(x) que sustituida en la ecuacion, la verifica.

ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

Ecuaciones de variables separadas

Tienen la forma  fy(x)dx = fo(y)dy. La solucién es  [f (x)dx +C = [f,(y)dy

Ejemplo: (4x — x%)dx — ydy = 0. Integrando [(4x—x*)dx—[ydy=C —
3 2

S Y ¢

3 2

Ecuaciones de variables separables

Tienen la forma fy(X)-fo(y)dx = gi(x)-0.(y)dy. Se transforma en una de las

anteriores dividiendo por fy(y)-g.(x).

Ejemplo: y(1 + e*)dy — (y* +1)e* dx = 0. Dividimos por (1 + €*)(y* +1) y queda

2y dy———dx=0. Integrando Lin (y’+1)-In(1+e)=C
y +1 2
Ecuacion lineal de primer orden
Es de la forma y’ + P(x)-y = Q(x)
Para resolverla, hallaremos dos funciones u y v (de x) que cumplan y = u-v. Derivando y
sustituyendo en la ecuacion queda:
wvvt+uv’ +Px)uv=Q(x) < [w+PXulv+uv’=Qx) (I)

u _
Hacemos entonces u” + P(x)u = 0, de donde —=-P(x) <> Inu=—[P(x)dx — u = e "™,
u

Sustituyendo en (I):
v e PO =Q(x) > v'=Q(x)e"™* — v=[Q(x)e¥*dx

Asi pues, la solucion seriay = e /709 . j Q)6 My

Ecuaciones diferenciales homogéneas

Una funcion f(x.y) es homogénea de grado n si f(tx, ty) = t"f(x,y)

Una ecuacion diferencial de la forma P(X, y) dx + Q(X, y) dy = 0 es homogénea si
P y Q son funciones homogéneas del mismo grado. Se resuelven haciendo el cambio
y = u-x de donde dy = u-dx + x-du . Al sustituir se transforma en una de variables
separables

Ejemplo: (x* + y®) dx — 3xy’dy = 0. Es homogénea de grado 3. Haciendo el
cambio mencionado: (x* + u’x®)dx — 3xu®x*(udx + xdu) = 0. Dividiendo por x°:
(1 + uddx — 3u’(udx + xdu) = 0 de donde (1 — 2u¥)dx — 3xu’du = 0 —
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dx  3u?

X 1-2u

~du=0 — Inx +% In(1 — 2u®) = InC < 2Inx + In(1 — 2u°) = InK <

o X¥(1-2v)=K ycomo u= ’ quedaria finalmente x° — 2y°® = Kx

Ecuaciones diferenciales exactas

Una ecuacion P(x, y)dx + Q(x, y)dy = 0 es diferencial exacta si existe una funcién

F(x,y) = C, (que sera la solucion) cuya diferencial es la ecuacion, es decir ?— Py oF =Q.
X

oy
Supondremos que las primeras derivadas parciales de F son continuas. Luego se cumplird que

P °F  0°F _oQ

oy Oxoy Oyox ox
oF

Para resolverla, como a—_P — dex+C(y)=F (1), donde C(y) es una
X

adex
constante arbitraria que depende de y. Derivando respecto de y: Y +C'(y)=Q <«

8.[ Pdx
< C'(y)=0Q- Y Integrando respecto de y obtenemos C(y). Finalmente sustituyendo en

(1) obtenemos F

Ejemplo: (4% — 2xy) dx + (3x*? — x?) dy = 0, es diferencial exacta pues
%P=12x3y2 -2X Y (Z—(j=12x3y2 —2x. Como J(4x3y3—2xy)dx= Xy — Xy + C(y).
Luego 3x%y? — x* = 3x*y* = x2 + C’(y) > C’(y) = 0 <> C(y) = K, luego La solucién es

4.3 2y, —
Xy —xy=K
Factor integrante
Supongamos que la ecuacion Pdx + Qdy = 0 no es diferencial exacta pero que podemos

encontrar una funcion p = u(x,y) tal que pPdx + uQdy = 0 si lo sea. Diremos que p es un
oP apQ 8Q ()

factor integrante. En este caso se tendra que Zy P+p—

oy OX
En el caso particular que p = p(x) dependa sélo de x, Ia expresion (111) queda
oP 6Q p 1(oP 0Q
—= — —— de donde podemaos obtener p.
“ay nQ+ ho € " Q(ay 8xj p H

En el caso particular que u = p(y) dependa sélo de y, la expresion (111) queda
, oP oQ u' 0Q OoP
Piu—=p—%
WPy Thax T n P(ax oy
Ejemplo: Hallar un factor integrante dependiente de X para la ecuacion
diferencial (x + y?)dx — 2xydy = 0.

J de donde podemos obtener .
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o Qley ox) -2y

1

de donde p=—.
Ecuaciones de Bernoulli

Son de la forma y’ + P(x)y = Q(x)y", donde n entero > 1. Dividiendo la ecuacioén por

y" queda.y'y™" + P(x)y*™" = Q(x) . Hacemos el cambio y*™ =z vy derivando (1 - n)y ™y’ =

Calculamos E—l(@—@jzwz—é Integrando Inu=-2Inx y de aqui

2

Inu=Inx"

= z’ . Sustituyendo en la ecuacién queda %Z'-I—P(X)Z:Q(X), que es lineal de primer

orden.
EJERCICIOS

1. Compruebe que x- + ¥- = C es la solucion general de la ecuacion diferencial:
, X
¥V .
. v
Solucién.-

. ., X
Derivando en la expresion x* + y* = C obtenemos: 2x +2yy’ =0 — y’= ——
y

2. Denotemos por vy el ingreso en euros que se
obtiene al vender x unidades de un producto. Si la tasa a la

que varia el ingreso respecto al nimero de unidades vendidas
viene dada por la ecuacion diferencial:

x<
v 4 - =0,
| — y-

obtener y en funcion de x, sabiendo que la venta de 1 unidad
del producto produce un ingreso de 1 euro.

Solucion.-
La ecuacion diferencial la podemos escribir:

(y*-1)dy = x’dx e integrando: %yg‘ ~y+C= %XB o Y -x*-3y+3C=0
Puesto que si x =1 — y = 1, se tiene que 3C = 3, luego la solucién es: y*—x*—3y + 3 =0.

3. Resolver la ecuacion diferencial:  y' =y — Inx + i

Solucion.-
Es una ecuacion lineal de primer orden. Hacemos y = u-v —» y’> = u’v + uv’.
: e , 1 . , 1
Sustituyendo en la ecuacion: u’v + uv’ =uv — Inx + = <> v(uU'—u) + uv’= - Inx + =. Una
X
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., , . , 1
soluciéon de w” — u = 0 es u = €% con lo que la ecuacion queda e*v’= — Inx + = &
X

—X

_ e : : -
< v’ =—-eInx + — . Resolviendo por partes se obtiene que v = e *Inx + C. Luego:
X

y = e*(e”Inx + C) = Inx + Ce*

4. Sca y el coste de producir x unidades de un libro. La tasa a la que varia ¢l coste
respecto a los libros producidos es

dy .1'2_}'4'_}'.*
dx rfl :

Hillese el coste en funcion del namero de hbros producidos, sabiendo que si se
producen 5 unidades, el coste es de 10 euros.

Solucion.-
Hacemos el cambio y = ux — d—y:d—ux+u:u+u3<—> d—ux:u3<—>d—l§:d—x.
dx dx dx u X
Integrando: —i=|nx+cl. Sustituyendo u: X—2=—2Inx+C © yz;. Para x = 5
2u® 2 VC—Inx?
5 1 X
tendremos 10= ——— <> C= = +In25. Luegoy = ———.
JC—1In25 4 gy 1+In§
4 x?

5. Resolver la ecuacion diferencial:  xdy = (x + y)dx
Solucién.-

Podemos escribir la ecuacion de la forma y’——y =1, que resulta ser una ecuacion lineal.
X
Hacemos el cambio y = u-v y sustituyendo en la ecuacion queda v| u'——u |+ uv'=1. Haciendo
X

1 .
u'—=—u=0, obtenemos que u = x, luego xv’ = 1, de donde v':£—>v:lnx+C. Asi pues la
X X

solucion de la ecuacion diferencial es y = xInx + Cx.

6. Obtener la solucion general de la ecuacion diferencial: (4x* — 14y)dx — 7xdy = 0

Solucion.-
1(P_Q =L(—14+7):1 s0lo depende de x luego existe un factor integrante
Qloy ox) -7x X
jidx

dependiente de x que es u(x) = e ¥ = x. Multiplicando por x la ecuacion queda:

(4x° — 14xy)dx — 7x°dy = 0 — f(xy) = _[ (4x® —14xy)dx= x* — 7x%y + C(y) — %:
= —7x* + C’(y) = =7x*, de donde C’(y) = 0 — C(y) = —C. Asi pues la solucién general de la
ecuacion diferencial es x* — 7x%y = C.

—4[7-
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7. Hallar un factor integrante que convierta en exacta la siguiente ecuacion
diferencial:  (3x" =" )dy—=2xydx=0
Solucion.-

Puesto que 1[Q_op __4 depende sélo de y, hay un factor integrante que depende
Plox oy y

s6lo de y. Se tiene que Inp(y) = Iny™* — p(y) = y™.

. . . . A .,
8 .Dada la ccuacion diferencial 2.".,1 +) =0, obtenga su solucion hallando
necesariamente un factor integrante.
Solucion.-

Escribimos la ecuacion en la forma ydx + 2xdy = 0. Como 1roQ_oe =1 depende
Plox oy) vy

2
solo de y, hay un factor integrante que depende sélo de y. Se tiene p(y)=e”’ = y. Luego la
ecuacion y*dx +2xydy =0 es diferencial exacta. Se tendra que f(x,y) :jyzdx=y2x+C(y)

— % =2xy+C'(y)=2xy — C’(y) =0 — C(y) = —C. Asi pues la solucién general de la

ecuacion es y’x =C

9 Sca x ¢l nimero de unidades fabricadas ¢ y el coste de produccion de un bien
determinado. Sabiendo que la tasa a la que cambia ¢l coste respecto al nimero de
unidades producidas viene dado por la siguiente ecuacion diferencial:

dy y 9
o R T 3K
dx X X
s¢ pide calcular ¢l coste en funcion de las unidades producidas, siendo el coste
unitario de produccion de 4€/Ud. cuando ¢l nimero de unidades fabricadas es 3.
Solucion.-
Escribamos la ecuacion en la forma (y — x* + 9)dx — xdy = 0. Puesto que

1P _R :i(1+1):_—2, existe un factor integrante p que depende sélo de x, tal que
Qloy ox) =-x X
. _ 2
R _ =2 4 donde In n=Inx? - pu=x"2 Asi pues, la ecuacion LZJrgdx—izdy:O PN
TR X X
y 9 1 i . . y 9
& | S5 -1+— |dx—=dy=0 es diferencial exacta. Se tendra que ——1+— |dx=
X X X X X

—%—x—§+C(y), luego, derivando respecto de y debera ser —%+C'(y):—% de donde
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C’(y) = 0 — C(y) = —k. Luego la solucién de la ecuacion diferencial es Yix +g =k. El valor

X X

dek= 4+3+%:10. Asi pues X+x+g:10 & y=—x*+10x - 9.
X X

10. Obtener la solucion general de la ecuacion diferencial:

i

x3 + yd

v , :
. i-'\" "f-.

Solucioén.-

Se trata de una ecuacion homogeénea. Haciendo y = ux — y’= u’x + u. Sustituyendo:
1+u’ 3u? 1
du=—=-dx

u'x+u= o 5
3u 1-2u X

Integrando:
1

v1-2u®

;s 1 K 1 K . .
< U =—+— < U=3-+— .Aslpues:
2 X 2 X
X3
:31/—+Kx
Y 2

11. Resolver la ecuacion diferencial:

Ky o 1-ut=Sz o

1
V1-2u® X

—%In‘l—Zue":ln|K1x| o In =K, x| <

F v - ¥ S
y' -z 5x°y°,
2x
Solucion.-
., e e 1
Se trata de una ecuacién de Bernoulli. Dividimos por y> - y'y™® —2—y‘4 =5x?
X

. 1 .

Hacemos el cambio z = y* — 7z’ = -4y°’y’ - y° y'= —Zz'. Sustituyendo en la

g 1.1 o
ecuacion queda —Zz—z—z:sz que ya es una ecuacion lineal. Ponemos z = u-v —
X

b

: 1.1 .1
zZZ = uv + uv. Sustituyendo de nuevo: —Zu V——uv—Z—UV:5x2<—>
X

— Vv —lu'—iu —luv'=5x2. Hacemos —Eu'—iu=0<—>£:_—2—>Iogu:logx‘2 —
4 4  2X u x

_ L 1 ..,
— u=x". Luego la ecuacion queda: -4 X 2v'=5x% > v’ =-20x* o> v=-4x"+C.

1

Asi pues z = —4x3+ Cx 2, de donde y =

—6/7-
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12. Resolver la ecuacion diferencial: y' —y = xyz

Solucion.-

Se trata de una ecuacion de Bernoulli. Dividimos por y* > y'y 2 -y ' =x

Hacemos el cambio z = y* — 2z’ = —y?y’. Sustituyendo en la ecuacién queda
—z’ — Z = X que Yya es una ecuacion lineal. Ponemos z = u-v — z’ = u’v + uv’. Sustituyendo de
nuevo: —u’v—uv’ — UV =X <> v(—u’ —u) — uv’ =x. Hacemosu’ = -u <> u=-¢€ " Luego la
ecuacion queda: —e v’ = x <« Vv’ = —Xxe* que integrando por partes proporciona
v=-xe"+¢e" +C.

Asipuesz=-x+1+Ce™,dedondey= ;7

—-x+1+Ce™
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