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6.- SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES
Estudiaremos exclusivamente los sistemas de ecuaciones lineales de primer orden con
coeficientes constantes que, en su forma normal, expresaremos como:

yll =ay,y, tayy, t...+a,y, + bl(X)
ylz =dyY; Tayy, +...ta,Y, + bz(x)

yln = a‘nlyl + an2y2 +..t+ annyn + bn (X)
O matricialmente:
yll a‘ll a12""'8‘1n yl bl(x)
y2 — a‘21 a22""‘a2n y2 + bZ(X) AN Y’(X) — AY(X) + b(X)

yln anl a'n2""'a'nn yn bn(X)
Si b;(x) =0, Vi, diremos que el sistema es homogéneo.
Vectores y valores propios.-
a1l al?_""'aln X

1

. a, a,...a : X .
Dada una matriz real A = | "2 "2 20 | "se dice que U=| "2 |# 0 es un vector propio de

a,,a,..a

A si existe un namero real o complejo A, al que Ilamaremos valor propio, tal que AuU=AU <>

<> (A-Al) u = 0. Para que se verifique esto ultimo, al ser u =0, es necesario que el determinante
|A—Al| = 0, condicion esta que nos permitira hallar los valores propios asociados a la matriz A.

-2 8- -2
-3-A

X

nn n

=A%+ 5)1 + 6 =0, que tiene

8
Por ejemplo, para la matriz [ J se tendria:

u

las soluciones Ay = 2 y A, = 3. Un vector propio ( 1} para A; = 2 ha de cumplir que

2

15 -5\ X,

8 —-2\(1 2 1

que = =2 |

= )G
Resolucion del sistema lineal homogéneo.-

y'l a‘ll a'12 e 'aln yl

. . . ' a, a,,...4a .
Una solucién del sistema homogéneo Yo |_| 8828 | Y2 | oq yn conjunto de n

6 —-2)X 1
( )( l) =0 — 6X; — 2X; = 0 ©> X2 = 3x3. Una solucion seria el vector [3j Comprobamos

y n an1 an2""'a'nn yn
Y
funciones |72 que verifican la igualdad anterior. Puede demostrarse facilmente que el

Ys
conjunto de las soluciones es un espacio vectorial de dimension n. Ademas, si A es un valor
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X X

1 1

. . . X X - ,
propio con vector propio asociado | 2 |, entonces €| 2 | es una solucién del sistema. En efecto

X X

n n

all a12""'aln Xl Xl Xl

a, a,,...3, |X X :
g™ | Tar Tz T ) B2 =) @™ P2 | que es la derivada de e

a,, 8., \X X X

nn n n n
Luego si {ul,uz,...,un} es un conjunto de vectores propios linealmente independientes con
valores propios asociados Aij, Ag,...,An, tendremos que la solucion general del sistema sera
C,e™u, +C,e"u, +...+ C e"*u,_, donde los C; son constantes arbitrarias.

Veremos solamente el caso en que haya una base de vectores propios.
Caso de valores propios complejos.-

Si a £ ip son dos valores propios conjugados y a-+ib es un vector propio asociado a
a + if3, entonces a—ib es un vector propio asociado a o — if3.
En efecto, A(a + ib): (o + iB)(a + ib). Teniendo en cuenta que A es real:
Ala-ib)=Afa-+ib)=Ala-+ib)= (o +ip)a+ib)=(a—ip)a—ib)
Se puede demostrar entonces que dos soluciones linealmente independientes son:
(e [cos Bxa— seanb] y e” [sen Bxa + cos Bxb]

Resolucion del sistema lineal no homogéneo.-

Puede demostrarse que la solucion general de un sistema no homogéneo es la suma de la
solucion general del sistema homogéneo méas una solucién particular del sistema no homogéneo.
Para buscar la solucion particular, nos cefiiremos al caso en que los componentes de la matriz

b, (x)
b, (x)

b, (x)
senos y cosenos 0 sumas y productos finitos de estas funciones. Cada componente y,; de la

ypl
ypZ

de términos independientes son constantes, polinomios, funciones exponenciales,

solucion particular serd una combinacion, con coeficientes indeterminados, de todos los

Yon

tipos de funciones que aparecen en la matriz de términos independientes, multiplicados por x°
si ya aparecen con grado de multiplicidad s en la solucion del sistema homogéneo. Puede
servir de guia la tabla de la solucidn particular de las ecuaciones lineales de orden n:
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¥ a de b(x) Raices del polinomio Forma solucion particular
P QS caracteristico donde k = max{m,n}
‘ 0 No es raiz P, (x)
) ) [ .
P(x) 0 Sies raiz con AP 00
multiplicidad s el
‘ a No es raiz e™ P, (x)
e = : .
Py (x)ef j a Si es raiz con

8 X » (v

multiplicidad s X'€" by (x)
+ip No son raices {(.\')30h[5.\' ! ()i (Xx)cospx
P, (x)senpx + Q,, (x)cospx T .
+i Si son raices con . e
l mullipl‘lcld"m 2 X*(P, (x)senpx + Qg (x)cospx)

a +i13 No son raices .-‘"(I’L' (x)senpx + Q"(‘\')u).\]&,\‘)

X \en ’ ’ . . ’ { g
eF, (x)senpx + Qy, (X)COSPX) | g 4ig Si son raices con

multiplicidad s X ™ (P (x)senpx + Qg (X)cospx)

EJERCICIOS

1.- Resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferen-
ciales (los autovalores de la matriz son: 1 y 3):

2 01 1
Y"u)=(0 3 0)}'(:). }'(0)=(1).
1 0 2 1
Solucion.-

Calculamos los autovectores asociados a los autovalores:
1 0 1)x, 0 X, -1
Parael1: |0 2 0| x, |=[0| —>|X, |=
1 0 1)x, 0 X, 1

-1 0 1Yx,) (0 x,) [(1)(0
Parael3: | 0 0 O xzolaxze 01
1 0 -1)\x,) o x;) |1)10
-1 1 0) Cge' —Ce'+Ce™
Luego la solucion general: Y(t)=| 0 0 1| Ce* |= C,e”
1 1 0)Ce* Ce'+Ce™
1}y (-C,+C,
Parat=0— |1|= C, ,dedonde C;=0; C,=C5=1, luego la
1 C,+C,
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-1

1 0O
solucion particular pedidaesY(t)=| 0 0 1
1 10

e3t
e3t — e3t
e3t eSt

2 - Resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

Y]

Y'(t) ( 21 2 )'r':u.
1 0 -1
Solucion.-
2—-\ 2 2
El polinomio caracteristico: | 2 1-A 2 |= -A%+ 207 + 7A + 4, que admite las
0 -1-x

raices 4 y —1 (doble).

Vector propio asociado al valor propio 4: | 2 -3 2 | x, |=|0]. Resolviendo el

X, 5
sistema se obtiene: | x, |=| 4 |.
X, 1
3 2 2\x 0
Vectores propios asociados al valor propio -1: |2 2 2| x, |=| 0. Resolviendo el
1 0 0)x, 0
X, 0)(O
sistema se obtiene: | x, |e<q| 1 || =1|¢. Luego la solucion del sistema es:
X, -1){1
5 0 0)Ce*”
Yt)={4 1 -1||Ce”
1 -1 1)Ce™
3.- Resolver el siguiente sistema de ecuaciones dife

renciales (uno de los autovalores de la matriz es igual a 1):

0 2 -1 0
Y'(t) ( 0O 0 2 ))th, Y (0) (.’)
-1 0 4 4
Solucion.-

El polinomio caracteristico es t2 — 4t — t + 4 cuyas raices son 1, —1 y 4. Los respectivos
vectores propios asociados son:
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-1 2 -1\x, 0
Paraell->| 0 -1 2 | x, |=|0|dedonde se obtiene:
-1 0 3 )\x, 0

D (3
,1=12].
.

X
X
X
5
Analogamente, para el —1 se obtiene | —2 | y para el 4 se obtiene 1}

1
Luego la solucién general del sistema es Y(t) =Ce'| 2 |[+C,e ( }+Ce =
3 5 0)Cg 3 5 0YC
=|2 -2 1| C,e™" |.Paralacondicion dada se obtieneque |2 |=|2 -2 1| C, |y
1 1 2)Cpe" 4) (1 1 2)C,
resolviendo el sistema queda C; =0, C, =0y C5 = 2, es decir, la solucion particular pedida es
3 5 0y O 0
Yt)=[2 -2 1| 0 |=|2e"
1 1 2) 2" 4e*
4- Resolver el siguiente sistema de ecuaciones dife-
renciales uno de los autovalores de la matriz es igual a 5):
3 1 1
Y'(t) = ( 1 3 1 ))'(n.
1 1 3
Solucion.-
A-3 -1 -1
El polinomio caracteristico: | -1 A—-3 -1 |= (A-3)® —3(A-3) -2, que admite las
-1 -1 x-3

raices 5y 2 (doble).
2 -1 -1\x, 0

Vector propio asociado al valor propio 5: | -1 2 -1 X, [=| 0. Resolviendo el

-1 -1 2 )X, 0
Xl
sistema se obtiene: | X, |=|1|. Vectores propios asociados al valor propio 2:

X3
-1 -1 -1\x, 0 X, 13)(1
-1 -1 -1 x, |=|0].Resolviendo el sistema se obtiene: | x, |e<| -1|,| O
-1 -1 -1)\x, 0 X, 0)(-1
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1 1 1) Ce”
Luego la solucién del sistemaes: Y(t)=|1 -1 0 | C,e*

1 0 -1)Ce*

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones dife-

2.

renciales:

1 -2 2
Y'(t) - ( -2 1 =2 )'}'{f:u
2 -2 1,
Solucion.-
1-4 -2 2
El polinomio caracteristico: |-2 1-1 —2|= -2%+ 3% + 9o + 5, que admite las
2 -2 1-1

raices 5y —1 (doble).

—4 -2 2Yx) (0

Vector propio asociado al valor propio 5: | -2 -4 -2 | X, |=|0|. Resolviendo el

2 -2 -4)x,) \o

X, 1
sistema se obtiene: | X, |=|-1].
X, 1
2 -2 2)\x 0
Vectores propios asociados al valor propio -1: |-2 2 -=-2|Xx,|=|0].
2 -2 2 s 0
X, -1\ (1
Resolviendo el sistema se obtiene: | x, {e<| 0 |,| 1|¢. Luego la solucion del sistema es:

1 -1 1) Ce™
Yt)=|-1 0 1]Ce™
1 1 0)Ce™

6.- Resolverel sistema:  Y'(x) = (_]2sz _51) Y(x) +( 2 )

-
Solucion.-
2 5 1 1
Los valores propios asociados a la matriz | 1 _q | resultan ser Eiii y los
2
. . 10 0). .
correspondientes vectores propios 3 + L) respectivamente.
Luego la solucion general de la ecuacion homogénea es

G et S A
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Una solucién particular de la ecuacion completa es de la forma (ZJ Sustituyendo en la

g : p) (—46
ecuacion se obtiene que |~ |= .
(QJ ( 18 j

Luego la solucidn general de la ecuacion es:

A e A R (S P S N

"7 .- Resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:
=2y +2
y: =y +3y; +e*
Solucion.-

. .. 2 0 2 0
Escrito en forma matricial: Y'(x) = (1 3jY(x) + [Oj +(Jex

: _ . (20
Los valores propios asociados a la matriz (1 3] resultan ser 2 y 3 vy los
: . 1 0 i
correspondientes vectores propios ) y ) , respectivamente.

. . . (1 (0
Luego la solucién general de la ecuacion homogénea es Y, = C.e’ ( j+ C,e’ (1)

» : g A) (C),
Una solucion particular de la ecuacion completa es de la forma B +| _|e”.

D
A (71 (cy (O
Sustituyendo en la ecuacion se obtiene que =l 1]y = 1
B 3 D )

Luego la solucion general de la ecuacion es:
1 0 -1 0
Y, =C.e* +C,e¥| |+| 1 |+| 1" obien:
-1 Ul3) (72

Yo = —C1e2X + C293X + % _% eX.

Y11= Clezx -1
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8.- Resolver el sistema:  Y'(x) = (J: _?2) ¥(x)+ (:i}l)

Solucion.-
7

4
Los valores propios asociados a la matriz (1 j resultan ser 5y -3 y los

1

7 1
correspondientes vectores propios ( J y ( J respectivamente.

7 1
Luego la solucion general de la ecuacion homogénea es Y, = CleSX(J + Cze‘sx( J

Una solucién particular de la ecuacion completa es de la forma (Z] Sustituyendo en la

” : p) (-6
ecuacion se obtiene que = .
q -1
Luego la solucion general de la ecuacion es:

_ 5x 7 -3x 1 _6
Y =Cge +C.e +
1 -1 -1

O.- Resolver el sistema: Y'(x) = (:: '12) Y(x)+ (%)

Solucion.-

: : : 2 : :
Los valores propios asociados a la matriz ( J resultan ser i y —i y los

1 -1 1 -1
correspondientes vectores propios (J + i( 0 jz a+bi y su conjugado (J — i[ 0 ]= a—bi,

respectivamente.
Luego la solucion general de la ecuacion homogénea es

vowcffo{ | Jsnf ol ol )

Una solucién particular de la ecuacion completa es de la forma (2) Sustituyendo en la

° ! (p] (14]
ecuacion se obtiene que = .
q 11

Luego la solucién general de la ecuacion es:

= 2o - 2o
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