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7.- ECUACIONES EN DIFERENCIAS
En general podemos expresar una ecuacion en diferencias de orden n, de la forma
F(f(x), f(x+1), f(x+2), ..., f(x+n)) =0
donde la incégnita f es una funcién del conjunto de los numeros naturales N en el conjunto de
los numeros reales R (se trata por tanto de una sucesion). A veces f(x) se escribe y,.
Ecuacidn en diferencias lineal de primer orden auténoma.-

Yxi1 = aYx + D

Resolucion:
Parax=0: y;=ayo+h
Parax=1: y,=ay;+b=a(ay,+b)+b=a’yy+b(a+ 1)
Parax=2: y;=ay,+b=a[a’yotb(a+1)] + b =a’y,+b(a®+a+ 1)
Parax=3: y,=ay;+b=a[a’y,+h(@®+a+1)] +b=a'y,+b(@ +a’+a+1)
Asi sucesivamente, para un valor cualquiera x—1:
vy = ayoth@ ™ +a* 2+ .+ @’ +a+ 1)

J— X_l.
e Si a=ltendriamos que Yy, = a*yy+ b1 a_a_ b + (yO—L)aX.
l1-a 1-a l-a

Si fuese yp = %, entonces y, = 1L esdeCiryp =y: =Y, =y :1L El valor

T a recibe el nombre de solucidn estacionaria o de equilibrio
—-a

e Sia=1.y,=Yyptb(1+1+.+1+1+1)=y,+bx

Ejemplos: La solucion general de la ecuacion yy., = %yx +3esy,=6+ (yg—6) (%) :
La solucion general de yy.1 =Yy —5 €S Yy = Yo — bX.

Trayectoria temporal de la solucion.-

Es la poligonal que obtenemos al unir los puntos de coordenadas (X, Yy).

Casode a<-1:

Las trayectorias temporales divergen de la posicion de equilibrio de forma oscilante. Por

ejemplo las trayectorias temporales de la solucion de yy., = —gyx + 11, siendo
- 6)
Yo = 6. Resolviéndola obtenemos que y, =5 + (— E) :
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Casode a=-1:
Las trayectorias temporales oscilan en torno a la posicién de equilibrio. Por ejemplo las

trayectorias temporales de la solucion de y,.; = —yx + 6, siendo y, = 4. Resolviéndola
obtenemos que y, =3 + (=1)*.

450

400

3,50

Casode -1 <a<+1:entonces limy, = T es decir tiende a la solucion de equilibrio.
X—0

. . . 3
Por ejemplo veamos las trayectorias temporales de la solucion de yy.; = —Zyx + 7,

: ” 3Y :
siendo Yy, = 5. Resolviéndola obtenemos que yy, = 4 + (_Z) . Las trayectorias temporales

convergen a 4 que es la solucion de equilibrio.
X Yx

5,00

3,25 :

4,56

3,58 5

4,32 .

3,76

418 3
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Caso de _a = 1: puesto que la solucion es y, = Yo + bx, la trayectoria es una recta de
pendiente b. Por ejemplo, si la ecuacion es yy,1 = Yy + 2, con yg = 1, la solucién es y, = 1 + 2x,
y la trayectoria temporal:

500

Caso de_a > 1: se obtiene una trayectoria divergente de tipo exponencial. Por ejemplo,
Si Yy41 = 2Yy + 1, siendo y, = 0, se tiene la solucion y, = -1 + 2%

L0000

30000

00,00

Modelo de la telarafia.-

P: y P1 son los precios de un producto en el periodo t y en el periodo anterior,
respectivamente. Entonces podemos escribir las funciones de la demanda y la oferta,
respectivamente:

D;=a— bP;
Ot =—C+ dPt—l
donde a, b, c y d son constantes positivas.

La condicion de equilibrio es que en cada periodo t se cumpla que D; = O,. Vamos a
averiguar cual sera la evolucion del precio para que el sistema se encuentre en equilibrio en
cada periodo. Se tendra que:

a—bP=—c+dP s < P=-dp +3*C L p. = _dp atc
b b b b
Tenemos pues una ecuacion en diferencias cuya solucion sera:

p— a+c +(Po_ a+cj(_gj
b+d b+d b
Si —-1< —%, el precio tiende a estabilizarse con el tiempo hacia el precio de equilibrio

. a+c : _—
P =——. Representamos la oferta y la demanda con los precios de equilibrio en cada

b+d
periodo:
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Si -1= s entonces P, oscila entre Py, cuando t es par y 2P — Py cuando t es impar.
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EJERCICIOS DE EXAMENES

1. Con los datos que se indican para el modelo de la
telarana, obténgase la trayectoria temporal del precio:

D.'\ = ! ) .;’.p\, 'S\ — 3 + 3[)\ ls P-‘x = 3
Solucion.-

Igualamos la oferta a la demanda: 4 — 2P, =-5+ 3P,_; « Py = —%P

x-1
- 3 9
podemaos escribir Py, = ~3 P+ 5

La solucion es P, :g+(3—gj(—§) =9+§(—§j :
5 5\ 2 5 5 2

3 . : . . -
Puesto que ~3 < -1, la trayectoria de precios es explosiva y provoca inestabilidad a largo

+g que
21

plazo. f
X P, D,=0x | 0,
0 3 '
1 0 4 ") fe
2 45 -5
3 -2,25 8,5 ] i
4 7875 -11,75 5 = 0,
0. 6, R b,
~ . D,

2. La funcion de demanda de un cierto producto agricola viene dada por la ecuacion:
x, =500—-3p,, y la de oferta por: X, =200+4p, . Se pide:

a) La determinacion del punto de equilibrio
b) La trayectoria temporal del precio
¢) La tendencia del precio a largo plazo
Solucion.-
a) La condicion de equilibrio: 500 — 3p; = 200 + 4p_; <> p; =— %pt_l + 100, o también

Pre1 =— gpt +100. La solucién de equilibrio p™ = puy = p; = 3#;0

b) La resolucion de la ecuacion en diferencias anterior proporciona:

< (p- )4 20
=P 3 7
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O(p,) =D(p,) O(p.)=D(p.) D(p,) O(p,)=D(p,) O(p.)=D(p;) Ofp,

4 : . .
c) Como —3 < -1 = p; >+ cuando t—oo, es decir, la trayectoria es explosiva.

3. Determinar la evolucion temporal del precio de un bien determinado en un modelo
donde la oferta y la demanda, expresadas en millones de unidades, vienen dadas
por las siguicntes ccuaciones:

Y ¢l precio de mercado, en cada periodo de tiempo, es el resultado de equilibrar la
oferta y la demanda. Considérese P, = 0,60€ /ud.
Solucién.-

Resolvemos la ecuacion en diferencias proporcionada por la condicion de
equilibrio:

3-5Pi=-2+4P,; < P;= —g P,+1 < Py = —%Pt +1 que, teniendo en cuenta el valor de

t
Po, tiene por solucion P; = %(— %) +g. Puesto que —1<—g<0 se tendra que, cuando

t — oo, P; tiende a g que es el precio de equilibrio.
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