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8.- ECUACIONES EN DIFERENCIAS DE ORDEN SUPERIOR

Consideraremos solamente ecuaciones en diferencias finitas lineales de orden n, con
coeficientes constantes, que son de la forma:

Yxn + Q1Yxn-1F.Fan-1Yxe1 + AnYx = b(X)

donde a; €R.

Resolveremos primeramente la ecuacion homogénea:

Yx+n + a1)’x+n—1+---"'an—1yx+1 + aan =0

de la que puede demostrarse que su conjunto de soluciones es un espacio vectorial de
dimension n.

Siy1, Ya, ..., Yo S0Nn n soluciones linealmente independientes, la solucidn general sera de
la forma Cy;+ Coy, +...+ C,Y, , siendo C; contantes indeterminadas.

Puede comprobarse que una funcion de la forma A* es solucion si
AN ™!t L+ anoh? + an A+ a, = 0. Asi pues, segln sean las raices del polinomio
caracteristico t"+ ast" ! +.. .+ a, ot + a,_t+ ap, pueden presentarse los siguientes casos:

e L1 Y A, son dos raices reales simples y distintas: entonces las funciones
ALy A% son soluciones linealmente independientes.

e 2 es raiz real miltiple de grado r: entonces las r funciones 1%, XA, X*A* ..., X" A"
son soluciones linealmente independientes.

e 1y (en forma polar) es solucion compleja simple: entonces r‘cosOx y r‘senfx son
soluciones linealmente independientes.
e 1, (en forma polar) es solucién compleja multiple de grado s: entonces r*cosox,

*senx, Xricosox, xrsenodx, ..., x*r*cosox, x*r*senOx son soluciones linealmente
independientes.

Si y'es la solucion general de la ecuacion homogénea e y¢ es una solucion particular
de la ecuacion completa, entonces y"+Y¢ es la solucion general de la ecuacion completa.

Obtencion de una solucion particular de la ecuacion completa.-

" de b(x) Raices del polinomio Forma solucion particular
orma Ge by caracteristico donde k = max{m,n}
1 No es raiz P, (x)
>
PX) 1 Sies raiz con ‘
x'P, (x)
multiplicidad s "
a No ¢s raiz a* P, (x)
xP (v
a*F,(x) a S\ es raiz con e
x'a*p, (x)

multiplicidad s

St el numero complejo en forma a*( P, (x)senpx + Qg (x)¢ 08 fix)

polar agno es faiz

a*(P, (x)senpx + Q,,, (x)cospx)

St el namero complejo en forma . : .
Pl X'a™ P, (x)senfix + Qg (x)cospx)

polar g g %S raiz con multiplicidad s
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(P, (x) y Q, (x) son polinomios a coeficientes indeterminados, de grado k)

Si b(x) es combinacion lineal de algunos de los tipos anteriores, la solucion particular a ensayar
sera una combinacion lineal de los tipos de solucion particular que les corresponda.

EJERCICIOS PROPUESTOS EN EXAMENES

1.- La demanda ¢en ¢l mercado de un bien sigue una relacion de la forma:

3 1
Dy = 32[)(#1 - zl)r

Estudiar bajo qué condiciones iniciales la demanda: D, sc estabiliza a largo plazo.
Solucion.-
3, 1 1 1Y
El polinomio caracteristico t2—§t+E , tiene las raices 1y o> luego D; = C1+C2(E) .Sit—> o

entonces Dy — C,, es decir, la demanda se estabiliza a largo plazo, sean cuales sean las
condiciones iniciales.

2.-Resolver la ecuacion en diferencias: yyyn — 2y, = x* + x4 -3
Solucion.-
El polinomio caracteristico de la ecuacién homogénea t> — 2, tiene las raices ++/2,

luego la solucion general de la ecuacion homogénea es yy = C; /2" +C, (— \/E)X :
Como solucién particular de la ecuacién completa ensayamos y, = Ax*+Bx?+Cx+D.
Debera ser A(x+2)® + B(x+2)? +C(x+2) + D —2Ax*- 2Bx? — 2Cx —2D = x® + x* — 3.
Desarrollando e identificando coeficientes se obtiene el sistema:
-A=1
6A-B=1
12A+4B-C=0
8A+4B+2C-D=-3
cuya soluciénes: A=-1,B=-7,C=-40y D =-113.
Luego la solucion general de la ecuacion propuesta es:
Y = Civ2" +C, (-2 ) — x*-7x2 -40x - 113
3.- Obtener la solucion general de la ecuacion en diferencias:
Yx+2 — :‘y.xwl + Zy\ = 4%
Solucion.-
El polinomio caracteristico de la ecuacién homogénea t* — 3t + 2, tiene las raices 1y 2,
luego la solucion general de la ecuacién homogénea es y, = C,+C,-2%.
Como solucidén particular de la ecuacién completa ensayamos y, = A4*. Debera ser

A4 _3AL + 2A4° = 4* de donde se obtiene que A = % : Luego la solucién general
de la ecuacidn propuesta es:
Yy = C1+C22X + %4)(

4. Obtener la solucion general de la ecuacion en diferencias:
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Vous +5Py2 87 +4y, =1+(=2)°

Solucion.-

El polinomio caracteristico de la ecuacién homogénea t> + 5t° + 8t + 4, tiene las raices
—1 y —2 (doble), luego la solucién general de la ecuacion homogénea es yy, = Cy(—1)* +
+ Cy(—2)" + Cax(-2)".

Como solucién particular de la ecuacién completa ensayamos y, = Ax*(—2)* + B.
Sustituyendo en la ecuacion se obtiene que debe ser A = —% yB= %. Luego la solucion

general de la ecuacion propuesta es:
Y= Col-1) + Co-2)" + Cox(-2)' — LX)+ =
5.- Obtener la solucion general de la ecuacion en diferencias:
Yx+3 = ¥Vxe2 + Yx41 + 6y, = 5.57

Solucion.-

El polinomio caracteristico de la ecuacién homogénea t* — 4t* + t + 6, tiene las raices
—1, 2y 3, luego la solucién general de la ecuacion homogénea es y, = Cy(—1)* + C,2* + C33™.

Como solucion particular de la ecuacion completa ensayamos y, = A5*. Sustituyendo

en la ecuacion se obtiene que debe ser A = %. Luego la solucién general de la ecuacién
propuesta es:
Yi = Cy(—1)* + Cp2* + Co3* + %5*

6.- Resolver la siguiente ecuacion: yYeyo — 3¥,41 + 2V, =1+ x
Solucion.-
El polinomio caracteristico de la ecuacién homogénea t* — 3t + 2, tiene las raices 1y 2,

luego la solucion general de la ecuacién homogénea es y, = C;+C,-2%,
Como solucién particular de la ecuacién completa ensayamos y, = Ax+Bx? de donde

3 1 . .
obtenemos que A = -5 yB= 5 Luego la solucion general de la ecuacion propuesta
es:
3.1
= Cl+C22X+ —Zx-=x°

Yx > %75

7.- Resolver la siguiente ccuacion: Yyss = 3Vy41 + 2y, = 10

Solucion.-

El polinomio caracteristico de la ecuacién homogénea t* — 3t + 2, tiene las raices 1y 2,
luego la solucion general de la ecuacién homogénea es y, = C;+C,-2%,
Como solucion particular de la ecuacion completa ensayamos y, = Ax de donde
obtenemos que A = -10. Luego la solucién general de la ecuacion propuesta es:
Vx = C1+C22X— 10x

8.- Obtener la solucion general de la ecuacion en diferencias:

Yirz ¥ Va1 =20 =23 (x + 1)

Solucion.-
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El polinomio caracteristico t* + t — 2 tiene las raices 1 y —2. Luego la solucién general
de la ecuacion incompleta es y, = Ci+ Cy(—2)".
Como soluciéon particular de la ecuacién completa ensayaremos 3%(ax + b).

. ., . 1 11 .,
Sustituyendo en la ecuacion se obtiene que a = c yb= ~%g" Luego la solucion general de la

g (1 11
ecuacion es yy = Ci+ Cy(—2)* +3 [gx —%j

9.- Resolver la siguiente ecuacion en diferencias finitas:
Vs =4y, +4y, =3-5°

Solucion.-

La ecuacién caracteristica t* — 4t + 4 = 0 posee la solucién t = 2, doble, luego la
solucion general de la ecuacion homogénea es y = C,2* + C,x2*. Una solucion particular de la
ecuacion completa es de la forma A5, Sustituyendo en la ecuacién y despejando A queda que

A= % Luego la solucién general de la ecuacion propuesta es y = C;2° + C,x2* + %SX.

10 .- Resolver la ecuacion en diferencias:

\l‘ N ;.‘I\ v 4 ‘,"\ N .\p\ ()\.

Solucion.-
La ecuacion caracteristica: t* + 3t2 + 3t + 1 = 0 «> (t+1)° = 0 <> t = —1 (triple), luego la
solucion general de la ecuacion homogeénea es:
Yy = Cy(=1)* + Cox(=1)* + Cax*(-1)*
Si una solucién particular de la ecuacién completa es de la forma y, = A6%, se tendra:

AG° + 3A67 + A6 + AB*=6" & 343A=1 A= %
Luego la solucion general de la ecuacion propuesta:
Y= Co-1)* + CoX(-1)" + Col-1)* + 6"

11.- Resolver la ecuacion en diferencias:
, , ) «; ) -1\
,\‘\.&+5)\.j+b,\'\.|+4)\'_( l)

Solucion.-
El polinomio caracteristico t* + 5t + 8t + 4, tiene las raices —1 y —2 (doble), luego la
solucion general de la ecuacion homogénea es y = C1(=1)* + C,(=2)* + C3x(-2)".
Una solucion particular de la ecuacion completa serd de la forma y = Ax(-1)".
Sustituyendo en la ecuacion se obtiene que A = —1.
Luego la solucion general de la ecuacion dada es:
y = Cy(=1)" + Ca(=2)" + Cax(-2)* — x(-1)"
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