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9. SISTEMAS DE ECUACIONES EN DIFERENCIAS FINITAS LINEALES DE
PRIMER ORDEN.

Podemos escribirlo matricialmente de la forma: Y,.; =AY, + G,, donde

y1(X)
X
Y, = yz:( ) esta formada por las n funciones incognitas, A es la matriz cuadrada real de los
Y, (X)
9:(x)

X
92:( ) es la matriz de los términos independientes. Si G, = 0, el sistema

coeficientes y G, =

9,(x)
se llama homogeéneo.

Resolucion del sistema homogéneo Y,.1 =AY,.

e Observemos que Yy = AYy 1 = A%, = ... = AY,, luego si podemos obtener A%, ya
tenemos resuelto el sistema.
Ejemplo:

Calcular la solucion particular del siguiente problema de valores iniciales:

=5 )% %o=(})

Solucion.-

La solucidnes Y, =((2) ;j Y, . Se cumple que:
© (2 1)(2 1)_(22 4}_(22 2-2j
0 2\0 2 0 2° 0 2°
(2 4)(2 1)_(23 12}_(23 3-22j
0 2°)\0 2 o 2 0o 2
[ 32}_
|

O NN ODN ODN ODN
N P NP NP DN B

Y28 12Y2 1) (2¢ 24 4.2° ) .
= 0 23 0 2 = 0 0 24 , y asli sucesivamente
X_ 2X X_2X—1

0o 2

X . x-1 1 X
Luego Y, = 2" X2 _ (x+1)2
0 2X 2 2X+1
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e  Pero generalmente no es facil el calculo de A*. Supondremos entonces que A es

[—s —» @ —

diagonalizable, es decir, existe una base de vectores propios {ul,uz,...,u } con valores

n

propios respectivos {L1, A, ..., An}. Se cumple entonces que A = PJP~, donde P es la matriz

A, 0 ... 0
_ 0 A, .. -
formada por los vectores propios y J = es la matriz diagonal de los valores
0O 0 .. A

n

propios. Se tiene entonces que A* = (PIP)* = (PIP) (PIPY)... (PIP™H) = PI*P. Luego la
solucion del sistema sera Yy = PJ*PY, . Si ponemos PY, = C, siendo C una matriz de
constantes indeterminadas (mientras no se conozca Yy), la solucién sera Y, = PJ*C.

Ejemplo:

Calcular la solucién particular del siguiente problema de valores iniciales:

Yer1 = (; S) Yy , Yo = (i]

Solucion.-

. . (3 0 _
Los valores propios de la matriz [5 j son 2 y 3. Los correspondientes vectores

2

0 1
propios asociados son, respectivamente [J y [J Luego la solucion general es

0 1\ 2% C, 0 1)C 2
Yy = 2 0 . Haciendo x = 0, tenemos que '|=| 7|, de donde se
1 500 3)C, 1 5)\C, 4

_ 5 _ 0 1)-62"
obtiene que C,; = -6y C, = 2, con lo que la solucion particular es Yy = (1 5}( 2.3* j

e Si la matriz A (que supondremos de orden 2) tiene dos valores propios complejos
conjugados r(cosb +isen®) con vectores propios respectivos a+hi, se demuestra que la
solucion general del sistemaes Y, =r [(Cl cosOx +C,senox)Ja+(C, cosex—Clsenex)bJ

Ejemplo:
- . 0
Resolver el siguiente sistema: Yy, =(_2 é)h
Solucion.-
: : I T
Los valores propios de la matriz los obtenemos de la ecuacion > k: ©

< A% — 2k + 2 = 0 que proporciona las soluciones 1 + i = ﬁ(cosgiisen g] El vector propio
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. . . . -1-i 1 Yx) (0 g x,) (1) (0)
asociado a 1 + i se obtiene del sistema ) = cuya solucion es = + I
-2 1-1)x, 0 X, 1) (1

1 0).
Luego los vectores propios son, (J + (Jl y la solucion general:

x 1 0
Y, =2 (Cl cos ™+ C,sen n_x) +(C2 cos ™ —C sen n_xj
4 4 \1 4 4 \1

Resolucion del sistema no homogéneo Y,.1 =AY, + G,.

Si Yes la solucion general del sistema homogéneo e Y es una solucion particular del
sistema completo, cuyos sumandos sean linealmente independientes con Y., entonces la
solucion general del sistema completo es Y, = Y+ YP.

Para buscar la solucion particular lo haremos por el método de los coeficientes
indeterminados y elegiremos una solucién del mismo tipo que G,, formada por sumandos
linealmente independientes con Y.

Ejemplo:
% AP . § i 5 H ‘ o ¥ 2 r r - I f.
Resolver el siguiente sistema: Y., = [2 _’I]'r, +( 4 )
Solucion.-

2 5
Obtenemos los valores propios de (2 J que son 4 y —3 y sus vectores propios que

a 2 5]} a -12 = _
Sustituyendo en el sistema se obtiene que ( j:[ J( jJ{ j © a=2a+5b 12} ©

) 1 a
resultan ser (2) y [ J respectivamente. Una solucién particular del sistema tendra la forma (bj

b 2 —-1)\b —4 b=2a-b-4

a+5b=12 11 5 L : _
© e oh = 4} , de donde a =3 yb= 3 Luego la solucion del sistema es:

v o5 LY 0 e, 1) (5, of L) ays LU
2 -1)o (-3¢)c,) 3ls) 2 12 " 3ls
EJERCICIOS

1.- Resolver el siguiente sistema de ecuaciones en diferencias:

-1 1 0\
O 3 -1,
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Solucién.-
t+1 -1 0
El polinomio caracteristico | -1 t—-2 -1|= 2 — 7t — 6 tiene las raices t; = -1, t, = —2
0 -3 t+

y t3 = 3. Los vectores propios asociados:

0 1 0Yx 0 X, -1
Parat;=-1: |1 3 1| x, |=|0|.Seobtiene | X, |=| 0 |. Andlogamente, se
0 3 0)x, 0 X, 1
obtienen:
-1 1
Parat,=-2—> | 1 |yparatz=3— | 4].
-3 3

Luego la solucion general del sistema de ecuaciones en diferencias es:

-1 -1 1Y C,(-1*
Yy=| 0 1 4|C,(-2)
1 -3 3] C,3

2.- Resolver el sistema de ecuaciones en diferencias
(los autovalores de la matriz son: 1,-2 v 3):

I 4 )
! A )

I

i.'l. |

Fd W =
=

Solucion.-
Calculamos los autovectores:

0 -1 4
-para el autovalor 1:/ 3 1 -1

2 1 -2)x, , 1
3 -1 4\ x, 0 X, 1
3X, =X, +4%, =0
-parael autovalor -2:|3 4 -1|x,|=/0|«< X, |=7 -1
2 1 1)x) o) X*%70 X 1
3 3 o
-2 -1 4 \x 0 X, 1
2X, +X, —4x, =0
-paraelautovalor3:)] 3 -1 -1|x,|=[0|«< 0 X, |=M2
X, — X, =
2 1 -4)x,) |0 P X, 1
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-1 1 1y ¢C
Luego: Yx=| 4 -1 2| C,(-2)
1 -1 1) C3

3.- Calcular la solucion particular del siguiente problema de valores iniciales:
3 0 1
ra=C %, 1= ()
x+1 |:') z X 0 2
Solucion.-

Las raices del polinomio caracteristico (t-2)(t-3), son 2y 3.
Vector propio asociado al valor propio 2:

1 0)x, 0 0
= —>Xx1=0->
5 0)\Xx, 0 1
Vector propio asociado al valor propio 3:
0 O 0 1
. —5X;—-X;=0—>
5 -1)x, 0 5

., 01 2"
Solucion general: Y, = €, :
1 5)\C,3

0 1)yC 1
Parax=0:Y, = (1 SJ[CIJ = (ZJ de donde se obtiene que C; = -3y C, = 1. Asi pues
2

., _ _ 0 1)\(-32*
la solucion particular pedida es Yy = (1 5}( gx j

4.- Resolver el siguiente sistema: Y, ,., = (l i)]f_l. + (_‘iz)

Solucién.-
Resolveremos primeramente la ecuacién homogénea. Hallamos primero los valores

. (11 ., . .,
propios de la matriz (4 J obteniéndose 3 y —1. A continuacién obtenemos los vectores

. 1 1 . .
propios que resultan ser (ZJ y [ 2] respectivamente. Luego la solucion general de la

1 1 1 1 x
ecuacion homogénea es: Y, = C13X[2} +C2(—1)X( j:( j{ C3 J
3
-2

-2) (2 =2 C (-1~
u u 1 1\u 3 0 -1)u
Buscamos ahora un vector tal que = + —
v % 4 1\v -2 -4 0 \v
. 0 -1\" 1(0 1 )y 1(0 1y 3) (1
Obtenemos primeramente que =—= , luego =—= =l 2 |
-4 0 4\4 0 v) 44 0\-2) | 5
Luego la solucion general de la ecuacion dada es:
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X 1

1 1 =

Yy = C.3 +| 2
2 -2)\C,(-D*) |3

5 .-La evolucion temporal de los resultados contables de dos empresas estan

relacionados entre si mediante ¢l siguiente sistema de ecuaciones en diferencias:

1 2 |

el X
2 1 -1

Teniendo en cuenta que los resultados iniciales son nulos, determinar los resultados
comparativos de cada una de cllas en los primeros cinco afos de su actividad econémica

(expresados en millones de curos).
Solucién.-

ol oo 3
oy e )G

1 0
luego para x impar Y, = ( J y para x par Yy = ( J

Para los 5 primeros afios:

Xx=1|x=2 | x=3 | x=4 | x=5
yi(x) | 1 0 1 0 1
Vo(X) | -1 |0 -1 10 -1

6.- La cvolucion temporal de los resultados contables de dos empresas estan
relacionados entre si mediante ¢l siguiente sistema de ecuaciones en diferencias:
2 1 3
Yoy= 0 2 Y + 0
Teniendo en cuenta que los resultados iniciales son nulos, determinar los resultados de
cada una de cllas en ¢l cuarto afio de su actividad econémica (expresados en millones de

curos).
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Solucion.-
2 1 3 2 1)\0 3 3
Y, = Y, + = + =
0 2 0 0 2)0 0 0
2 1 3 2 1\3 3 9
Y, = Y, + = + =
0 2 0 0 2)\0 0 0
2 1 3 2 1Y9 3 21
Y, = Y, + = + =
0 2 0 0 2)0 0 0
Y, = 2 lY+3 = 2 1 . Es decir y,(4) =45 4)=0
+“lo 21" lo)"lo 2 yild) =40y ya(4) = U.

_(—* 1 12
7.- Resolver la el siguiente sistema: Yy —( 7 _3)}’1 +(ﬁ)

Solucion.-

1
:J resultan ser —2 y -5 vy los

-4
Los valores propios asociados a la matriz ( )

1 -1
correspondientes vectores propios (2) y ( 1 j respectivamente.

1 -1
Luego la solucién general de la ecuacion homogéneaes Y, = Cl(—Z)X(Zj + CZ(—S)X( . J

Una solucion particular de la completa es de la forma (2] Sustituyendo en la ecuacion se

e o)
obtiene que = :
q 3

Luego la solucién general de la ecuacion es:

-ccoeco( 22

8.- Resolver la el siguiente sistema: Y,y = (_ fﬂ _51) Y, + (f)

Solucion.-

2 5
Los valores propios asociados a la matriz | 1 1| son 1 + 1i = i(cosE tisen Ej
5 272 2074 4

1 0
y los correspondientes vectores propios { i] + { i Ji , respectivamente. Luego la solucién general

10 10
del sistema homogéneo es
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1 V([ 1L X 0 1Y 0 X 1 X
=C|— 3 =11 1 = 3 -2
Y, Cl(\/ij L[ 10}003 2 (m]sen 1 ]+C (\/Ej [{EJCOS 1 {_E}en 4}

Una solucién particular de la ecuacion completa es de la forma (Z] Sustituyendo en la

‘ ! pJ (18J
ecuacion se obtiene que = .
q -4

Luego la solucion general de la ecuacion es:
1 Y[ 1 wx [0 X “(( 9 wx [ L x| (18
YXZCI(T) 3 fcos——| 1 sen—- +C (Tj 1 jcos=+| 3 |sen— |+
2)\"10) 4 l10 4 (T10) 4) 4

9.- Resolver el siguiente sistema: Yy = (—Uﬂ i) Yy

Solucion.-

. . . m . T .
Los valores propios de la matrizson 1+ i = ﬁ(cosz tisen Zj y los correspondientes

1 0).
vectores propios son, respectivamente, [J + [Jl . Luego la solucién general es

x( (1 0 x( (0 1
Y, =C2"|| T oos ™| T lsen ™ |+, V2 cos ™ 4| "lsen ™
1) 1S 4 1) 1) a

—8/8—



