Dinamica de Traslacion- Rotacion. Planos inclinados. Trabajo. Potencia Mecanica.

e 1.— Una de la torres mas altas del mundo, en Dubai, tiene un ascensor cuyo recorrido vertical es de 400 metros.
El ascensor tiene una masa de 1000 kg.

(a) ;Depende el trabajo realizado por la gravedad sobre el ascensor de los detalles del movimiento, esto es, de la
velocidad o aceleracién del mismo? [ Por qué?

;Cuénto trabajo hace la gravedad sobre el ascensor durante su desplazamiento desde la posicion més alta a la
maés baja?

(b) Suponiendo que el ascensor baja a velocidad constante, ; cual es el trabajo que hace la tension del cable del
ascensor?

(c) ;Cual es la potencia minima del motor que se necesita instalar para que el ascensor suba a 20 m/s?
(Nota: suponga que el ascensor no tiene contrapeso para ayudar en la subida, por lo que el motor “tira” de toda la
masa del ascensor).

La fuerza de gravedad es conservativa. Esto significa que el trabajo realizado para mover una masa de un sitio a otro no va a
depender del camino elegido, sino solo de las coordenadas de los mismos. La gravedad siempre va a intentar trasladar los cuerpos
hacia su centro; para ello realiza un trabajo, el trabajo del campo, que es independiente del trabajo realizado por otras fuerzas (en
este caso de la tension, mecanismos, etc...) que van a procurar que el movimiento se realiza en condiciones especificas de
velocidad, tiempo y aceleracion.

Whpeso = P+ h-c0s180 = =P - h = Wp,s, = —1000-9,8 - 400 (J) = —392000 ]
El signo menos viene del sistema de referencia. El peso va en la direccidn negativa de OY y la altura se dirige en el sentido positivo
de QY

Y

| cable que sujeta el ascensor realiza un trabajo que se opone al campo. Es decir, alguien o algo ha de gastar energia que impida
que el ascensor caiga libremente. El valor de este trabajo, si se baja con velocidad constante (aceleracion cero) vale:

P-T=m-a=0->T=P->W;=T-h-cosO=P-h—W;=+392000/

Esta es la energia total a consumir por el trabajo de la tension. El signo + significa que se gasta y la gana el campo. El signo — es lo
que haria espontaneamente el ascensor si se soltara el cable. Seria negativo.

. h .
P=—=T-?=T-17—>P=1000-9,8-20(W)=196000W

e 1.— Un caballo tira de nn trineo cuesta arriba, en 1ma calle cubierta de nieve que snbe una pendiente que forma
un dngulo de 8° con la horizontal. El trineo tiene un masa de 300 kg v el coeficiente de friccién cinético entre el
trineo y la nieve es de 0,12

Se supone que la Lraccion del trineo es paralela a la superlicie de la calle, y gue el caballo produce una polencia
de 1 hp (esta potencia, claro estd, es un caballo de vapor, que son 756 W).

(a) ;Cuél es el moédulo de la velocidad méxima con la que el caballo puede tirar del trineo cuesta arriba?

(b) 4Cuél es la fraccion de la potencia del caballo que se gasta contra la gravedad?

(¢} iQué fraccion de la potencia del caballo se gasta contra la friccion?

NS

Asciende a velocidad constante, consumiendo una potencia de 756 W. Planteamos la ecuacion de
Newton con todas las fuerzas involucradas:
F-P—fr=m-a->F—-P—fr=0->F=P+fr

Condicién que ha de cumplir F para que el carrito sube a velocidad constante

F es la fuerza que ejerce el caballo. La componente x del peso y el rozamiento tienen los
siguientes valores:

P, =P-sena;fr=pu-N=pu-Pcosa > F =P -sena+ u-Pcosa » F = (sena + pcosa)P
Por lo que, a partir de la definicidn de potencia podemos obtener el mddulo de la velocidad:

P 756
>V =
(sena + pcosa)P (sen82 + 0,12c0s82) - 2940
De la expresion de F vemos que es la suma de dos términos: el primero que es funcién exclusiva del peso y el segundo en el que
aparece el efecto del coeficiente de rozamiento. Por tanto, la fraccién de potencia que se emplea exclusivamente en superar el peso
es el primer término:

. m
P=F v=(sena+ ucosa)P-v-v= =a determinar?



P=F v =Py + Prozamiento = PSena - v+ p - Pcosa - v -

Psena - v sena .
= a determinar

P = =
Pese " psena - v+ - Pcosa-v  sena + pcosa

Y contra la friccion la restante hasta 1:

Prozamiento = @ determinar

e 1.— Un tren de mercancias sube a velocidad constante # — 50 km/h por una via que tiene una pendiente 1:10
(esto es, sube 1 m por cada 10 m que se desplaza). Repentinamente, un operario desacopla el iltimo vagén del
resto del tren.

(a) ;Cual es la aceleracion que sufre el vaghin inmediatamente después de soltarse? ;Cnal es la acelsracion del
vagon en el momento en que llega a su altura maxima y se detiene? ;Qué tipo de movimiento tiene el vagon
después de esa detencién?

(b) ;Cuanto avanzard el vagén antes de llegar a su altura méaxima y detenerse?

(¢) Suponga que cl vagon vuclve a pasar por cl lugar cn que sc desacopld del resto del tren. [ Qué velocidad
llevaria en ese momento?

Nota: suponga que entre vagén y via no hay friccién alguna.

Al subir con velocidad constante lo hace sin aceleracion. Es decir:
F—-P,=0-F=P, =Psena

Al cortar la tensién, la Unica fuerza que mueve al vagon es la componente x de su

peso. No hay rozamiento en el gjercicio:

Psena

—-P,=m-a->a=-— = —gsena

m
La aceleracién es en todo momento la que acabamos de obtener. Va disminuyendo su velocidad hasta que se detiene en un punto
determinado de la cuesta, tras lo cual iniciara el descenso acelerado también, pero con la aceleracion anterior pero de sentido
contrario

Es facil de obtener el espacio recorrido empleando la expresion de un MRUA (Movimiento Rectilineo Uniférmemente Acelerado) que
relaciona las velocidades y los desplazamientos realizados:

—v?

vf—vf=2ad > 0-vf =2ad >d=

a
Volvera a tener exactamente la misma velocidad que tenia cuando perdio la conexidn con el tensor: 50 km/h.

e 2.— Un cilindro sélido, de masa = — 5 kg y radio i — 20 ¢m, rueda sin deslizar por un plano inclinado
un dngulo o = 30°. El momento de inercia del cilindro, respecto a un eje que pasa por el centro de masa y es
perpendicular a. las hases, es [ = m/2 /2. Suponiendo un valor para g = 9, 8 m/s?, se pide:

(a) Calcular la fuerza de rozamiento entre el cilindro y el plano inclinado.

(b) Calecular el valor mfnimo que ha de tener el coeficiente de rozamiento para que 1o se produzca el deslizamiento
del cilindro.

(c) Si el cilindro parte del reposo, calcular la velocidad angular del cilindro después de que haya efectuado tres
iciones, v el tiempo que tarda en efectuarlas.

Planteamos las dos ecuaciones de la dindmica: traslacion y rotacion:
Po—fr=m-a

\ g% mR2a ma
. e “—_— = - [
Ir R= 2k 7T
Operando con las dos ecuaciones, el objetivo es obtener a y fr
p ma P 3 2P, 2 mg 2
—_—_—= . Ed = — . - = =—=— = = ) = -
x— o =mra- B =om-a-a=g— =ogsena fr 3 sena; a 3 sena

Y el valor minimo para impedir el deslizamiento y garantizar la rodadura es que el coeficiente valga:

_fr_%sena_ 1

N  mgsena 3

Las ecuaciones cinéticas de los angulos son las mismas que las tratadas para posiciones en un eje. Por tanto:
2 2 _
wf —wi = 2ea
Con ¢ la aceleracion angular del disco y « el angulo abatido desde el inicio del giro. Comprueba la similitud con la expresion
empleada en el problema anterior. Si ha efectuado tres vueltas, el angulo recorrido es 611 y la aceleracidn angular es la obtenida en
los apartados anteriores:



29
E= E = ﬁsena

Por lo que sustituyendo en la ecuacién del movimiento:

29 , gsena
wﬁzz-(ﬁsena>-6n—>wf= 8 R

o1l —

Un cilindro de masa M y radio R, estd unido, a través de una \
cuerda inextensible y sin peso, que pasa por una polea de ma- M
sa despreciable, con un cuerpo de masa kM (k es una constante
positiva). El cilindro puede rodar (sin deslizar) por un plano in-

clinade que formna un dngulo v con la horizontal. Si el sistema

parte del reposo, calcular: kM
a) La aceleracién con la que se mueve el sistema.

b) La tension de la cuerda.

¢) La velocidad del centro de gravedad del cilindro cuando el cuerpo de masa £ ha ascendido una distancia x.
Dar las respuestas en funcion de las variables M, k, ~ v =, y finicamente al final sustitnir los datos numéricos
del problema.

Datos: M = 20 kg, k = 1/4, v = 45* y 2 = | m. Momento de inercia del cilindro I — M [2%/2.

Suponemos un rozamiento dado por un coeficiente de valor conocido J.

Y

Cilindro: T—P,—fr=M-a
Cuerpo vertical: kMg —T =kM - a

2
Rotacion del cilindro: fr-R= %% > fr= %

La fuerza de rozamiento es la Unica que hace girar al cilindro. Hay que tener en cuenta que tanto la Tension como el peso y sus
componentes estan aplicadas en el centro del cilindro, por lo que no pueden hacerla girar. Solo el rozamiento que se aplica a una

distancia de un radio

Sumando las dos primeras ecuaciones:
Ma
kMg—P,— fr=(Q+k)M-a - kMg —Mgseny—7= 1+kM-a

Ma 3
kMg—Mgseny=T+Ma+kMa = (E+k)Ma

3 k—
g(k—seny)=<_+k)a_)a=w

2
S+k

Y la tensién se obtiene sustituyendo este resultado en alguna de las dos ecuaciones de Newton:

Ma k —sen M g(k — sen
T=M-a+Px+fr=M-a+Mgseny+—=Mu+Mgseny+—u—>
2 3 2 3
5+k >+k
2 2
3 k — seny
T=-Mg——+ Mgseny
2 3
7+k

Emplearemos la misma expresion cinematica que en los problemas anteriores sabiendo que parte del reposo:

k— k—
vf—vi2=2ax—>v1?=2ax=2wx_)vf= wa

S+k S+k



e 2.— Se fija una esfera de acero, de masa M, a uno de los extremos de un cable de acero, inextensible y
de longitud B. Se hace girar la esfera en un plano vertical, sujetando el alambre por el otro extremo, de tal
manera que la energfa total de la esfera es constante a lo largo de su trayectoria (que es, evidentemente, una
circunferencia de radio R).

(a) (Cual el modulo de la minima velocidad lineal de la esfera en el punto més bajo de la trayectoria necesaria
para que el cable no se destense cuando la esfera pase por el punto mas alto de la misma?

(b) Si ponemos el origen de la energia potencial en el punto més bajo de la trayectoria, jcudl el madulo de la
velocidad lineal de la esfera en el punto mas alto cuando la energia total de la esfera es 10M gR?

c) ¢Cual el el valor de la tensiou de la cuerda en el punto més bajo de la trayectoria para los dos casos anteriores,

b)? LY en el punto més alto de la trayectoria de la esfera?

En este supuesto actlan el peso, la tensién y la fuerza centrifuga. No obstante, abordaremos su
resolucién por el teorema de conservacion de la energia mecanica que afirma lo siguientes:

La suma de las energias cinéticas y potencial de una masa se mantiene constante en cualquier punto de
su trayectoria.

Calcularemos las energias cinéticas y potencial en el punto mas bajo y mas alto del circulo de radio R

E,= %va + M g0 (origen de energia potencial)

1
Eg = EMU% + Mg2R
Igualamos ambas cantidades despejando la velocidad en el punto A:

1 1 2
Eva =§Mv§ + Mg2R - vi = v} +4gR > v, = |v3 +49gR

Sila energia total de la esfera es 10M gR significa que este valor es la cantidad de energia que tendra en cualquier punto de la

orbita circular que describe. Por lo tanto, aplicando de nuevo el principio de conservacion de la energia total (o mecanica) nos dara:
1

Ep = EMvé + Mg2R

Erotar = 10MgR

1
EMU% + Mg2R = 10MgR - v = 16gR - vg = 4,/gR

El apartado ¢ me pide el calculo de la tension. Para ello he de reconocer y dibujar las fuerzas que intervienen en el movimiento
circular de la esfera. Como hemos dicho son fres:
v' ElpesoP
v Latension del cable de acero T
2
v Lafuerza centrifuga Fc que tiende a sacar de su trayectoria circular a la esfera con un valor de: F, = M %

En el punto mas bajo de la trayectoria, A, y en el mas alto de la misma, B, el dibujo de las fuerzas serian los siguientes:

En el punto mas bajo, la tension ha de )Fc En el punto mas alto, el peso y la tension
aguantar el empuije del peso y la centrifuga suman sus efectos en contra de la fuerza
T vfl T centrifuga
T=P+E->T=Mg+M—p P vh
Con va la obtenida en el apartado anterior T+P=F->T=M R Mg
" _Ee Con vs la obtenida en el apartado anterior

En el punto mas bajo de la trayectoria, para la energia total de 10MgR, solo cambia el valor de la velocidad
en este punto porque la expresion de la tensidn es la misma:

E, = %MU} + 0(origen de energia potencial)
Erotas = 10MgR

1 20gR
Eva=10MgR—>vf=20gR—>1JA=1/20gR—>T=P+FC—>T=Mg+MTg=21Mg




e 3.— Un automévil de masa M estd equipado con unos neuméticos que presentan un coeficiente de friccion

estatica con el pavimento y. y un coeficiente de friccion cinético con el mismo igual a ..

(a) Supongamos el automdvil en una calle horizontal. ;Cual es la aceleracion que sufre el automavil cuando se

realiza una frenada brusca que bloquea las ruedas?

(b) En el caso de que el automovil sea conducido por un conductor mas habil (o que le ayude un sistema

antibloqueo de frenos, ABS), ;cul es la aceleracién que sufre el automévil cuando se frena sin bloquear las

ruedas?

(c) En algunas ciudades (San Francisco, por ejemplo), cuando se estaciona en una calle empinada, es obligatorio

dejar los automdviles estacionados con las ruedas delanteras giradas y apoyadas en el borde de la acerca. Se

quiere estudiar el motivo de esa regulacion. ;Cudl es la pendiente mas empinada en la que puede permanecer el

automovil estacionado, con el freno de mano activado?

Datos numéricos: Evalie las expresiones que ha obtenido, con M = 1000 kg, p. = 0,9, g = 0,8.

Nota importante: haga niimeros sélo después de encontrar las expresiones algebraicas de la magnitudes que

se piden.
Cuando un cuerpo permanece en reposo, el coeficiente de rozamiento es el estatico porque aun no se ha puesto em movimiento el
cuerpo por accién de fuerzas externas. Una vez en movimiento, el coeficiente pasa a ser el dinamico que es ligeramente inferior al
estatico (“en movimiento cuesta menos mover los objetos que si lo intentamos cuando estan parados”

En el caso de un bloqueo de ruedas, actta el dinémico ya que la rueda siempre mantiene el mismo punto de contacto con el suelo, y
este punto se desplaza por lo que esta en movimiento respecto al suelo.

He < Hes
? ) ( ) La aceleracion sufrida en la frenada sera:
—fr_ _HN__ Mg _

—fr=M-a-a=—r=——p = Hed

Si se lleva ABS, significa que la rueda no desliza (patina) y en cada instante hay un punto diferente de contacto con el

suelo. Punto sobre el que actua el coeficiente estatico:
—fr UeN UeMg
_f = . - _—— = === T =
r=M-a-a M M M Heg

Un coche en pendiente, parado, mantiene el siguiente equilibrio de fuerzas:
P, — fr =m-a = 0(reposo)
Portanto, P, = fr = u.N = u,mgcosa

Con lo que siempre estara parado en la cuesta si se cumple la siguiente relacion:
mgsena = u,mgcosa - U, = tana

e 2.— Un cilindro sélido de masa b kg puede girar alrededor de un eje horizontal fijo que pasa por el centro de
sus bases y perpendicularmente a las mismas. El radio del cilindro es R — 10 cm. Externamente €l cilindro lleva
arrollada una cuerda inextensible de la que cuelga un cuerpo de 50 g. Suponiendo que la cuerda no desliza sobre
el cilindro, caleylar:

a) La aceleracion angular del cilindro

b) La aceleracion lineal de la cuerda.

¢} La longitud de cuerda desenrollada en 5 segundos.

Dato: El momento de inercia del cilindro es = A RB? /2, respecto a ese eje de giro.

Aplicamos la ecuacion de Newton para la rotacion solamente. Advertir que el cilindro no se traslada. Solo gira.
MR? MR?
P-R=I-a=Ta—>ng=Ta
Despejando la aceleracion angular:
mg m
= —_— = . fre —_
a=2 v A=« R =2g m

Aplicando la expresién cinética cinematica de un MRUA

L t2 12 mt2 2 mt2
= — e d = — —_— = —
Y= Y =549y IM



¥6=0,60m }

e 1.— Un jugador de pelota, estando situado a 4m de la pared delantera del frontén, golpea con su mano la
pelota. Esta sale de su mano, a una altura de 60 cm por encima, del suelo, con una velocidad inicial de 14m/s y
formando un angulo de 45° con la horizontal. Cuando la pelota choca contra la pared retrocede de forma que se
invierte la componente horizontal de sn velocidad mientras que sn componente vertical na varfa. Igndrense los
efectos del rozamiento con el aire.

(a) (A qué altura la pelota golpeé la pared?

(b) ;Cuanto tiempo tards la pelota en caer al suelo después de chocar con la pared?

A (¢) ¢A queé distancia, medida desde la posicion donde el jugador lanza la pelota, caera la pelota al suelo?
Jo
J‘l ll J‘l J‘l ll Los problemas de cinematica siempre han de abordarse del mismo modo. Primero identificar
si es acelerado o0 no. En este caso es evidente que es una caida libre en parabola en la que
Ve=14 (4y) actua en todo momento la accién de la gravedad terrestre (go=9,8 m/sz).
50 En segundo lugar cudl es la ecuacioén de movimiento que define el movimiento identificado.
A En este caso un MRUA:
1
» F=F0+ﬁ0t+§at2

En tercer lugar, hay que darles valor a los términos de la expresion de la posicién para personalizarla al ejercicio en cuestion. En este
caso, saber cuanto valen la posicion inicial (ro), la velocidad inicial (vo) y la aceleracién (a). Los tres son vectores de dos
componentes.

v" Enlos movimientos en el aire de objetos impulsados inicialmente pero luego dejados a la accion terrestre, la Unica aceleracion es la de la
gravedad. Siempre va dirigida al centro terrestre y vectorialmente tiene el sentido negativo del eje vertical

v" Lavelocidad inicial la especifica el problema. Tiene dos componentes.

v' Laposicion inicial depende de nuestro sistema de referencia. En el dibujo, la posicion inicial solo tiene altura:

FO = 0,60 '7 (m)

Do = 14 - cos45 - T+ 14send5 -7 = 721+ 72 ] ?

d =—-9,8] m/s?

Sustituimos estos valores en la primera expresion, igualando por un lado las componentes i u por otro las componentes j:

1 1
?=?0+17’0t+il_1’t2 > (xy)=0,60-] + ((7V2i+ 7x/§f)-t+§(—9,8f)-t2

Ecuacién del movimiento de este balén. Vemos que es un vector de dos componentes, por lo que separaremos la
componente x (i) de la componente y (j):

x=7V2-t
y=0,60+7V2-t—4,9 -t

Ahora estamos en condiciones de contestar a la primera pregunta. La pared esta a 4 m; esto significa que la coordenada
x del impacto es 4 m. Pues bien, en las ecuaciones particularizamos la x a 4; obtendremos el instante en que impacta, y
finalmente en la expresidn de y averiguaremos la altura a la que choca:

4=7V2-t>t=0404s >y =0,60+7V2-0,404 —4,9-0,404> = 4,76 m

b) Para abordar esta cuestion, el enunciado nos tiene que proporciona los tres valores iniciales de la posicion, velocidad y
aceleracion para reescribir las ecuaciones del movimiento tras el impacto de la pelota en la pared. El problema apunta
que la velocidad inicial en este caso solo cambia el signo de la componente horizontal. No obstante, la velocidad
inicial en este segundo itinerario de la pelota sera la que tenga en el momento del impacto. La componente horizontal no
cambia, es siempre la misma, pero la componente vertical la obtenemos de la expresién de la velocidad en el instante del
impacto (0,404 s):

m m
V=70y+dt > (v, vy) =7V2T+7V2]—-98] -t > v, =7V2—;v, =7V2—-98-t =7v2—-9,8-0,404 = 594 —
0 xr Vy x s s

7o =41+ 4,76 - J (m) Posicién en el impacto
Do =—14-c0s45-T+594-7=—-7V27+5947 % Solo cambia el signo de la componente horizontal
d = —9,8] m/s? Siempre es el mismo valor, direccion y sentido

1 1
?=70+1_7’0t+5ﬁ’t2 S>xy)=4-1+476-] +((-7V2i+ 5,94f)-t+i(—9,8f)-t2



x=4-7V2-t
y=4,76+594-t—4,9 - t*

Cuando la bola contacta con el suelo, se hace cero la altura y; haciendo cero este valor obtendremos el tiempo que esta volando, y
una vez calculado sustituimos este valor de tiempo en la x para determinar su contacto con el suelo.

-5,94+,/(5,94)2 -4 (-4,9) - 4,76
2(—4,9)

0=476+594-t—4,9 t>?>t= =2,52s

x=4-7V2-2,52=-19,96 m

El resultado negativo significa que el balén pasa de largo sobre la vertical del deportista y cae al ofro lado, en el lado del eje X
negativo.

e 3.— Un rodillo cilindrico sélide de masa M = 10kg v radio B =1m gira sin rozamicnto
alrededor de su cje central. Alrededor de la pared lateral del cilindro se enrolla una cucrda
atada a una masa de m — 50kg como se indica en la Bgura.

Suponga que cuando la masa desciende la cuerda se deseurolla, pero no se desliza sobre el
cilindro. Se pide calcular:

(a) la aceleracion de la masa m.

(k) el momento debido a la tensicn de la cuerda v la aceleracién angular del rodillo.

(Nota: El momento de inercia de un ¢ilindro alrededor de su eje cencral de rotacion es m#?/2)

El cilindro solo gira. No hay traslacion por lo que solo emplearemos la ecuacién de la dindmica de rotacion. Con a la aceleracion
angular del cilindro e | el momento de inercia del cilindro respecto al eje de giro de la figura. Solo el peso P realiza momento de giro.
Por tanto:

MR? a 2T
—_—a=—

M=I-a—>T-R=
@ 2 R M

La masa vertical se desplaza, no gira, por lo que la ecuacion de la dinamica a utilizar es la de traslacion:

2T
P—T=m-a—>T=P—m-a=mg—m-ﬁ
Despejamos la tension:

T-(1+2m)—mg—>T— T __.g
M) T (1+2™)
2 m (1 2h)
M(1+2%)g

Y el momento de la tension sobre la polea:

M=T-R=Lm-g-R
(1+2M)



Gravitacion. Intensidad del campo gravitatorio. Potencial y energia potencial gravitatoria. Energia Mecanica. Velocidad de Escape.

¢ 3. — Consideremos que la Tierra es una esfera de radio fiy, Un vehiculo espacial de 100 kg de masa se encuentra
en una drbita circular alrededor de la Tierra a una altura, medida desde la superficie terrestre, h — 2H,.

(a) Caleular el periodo de la drbita del vehiculo espacial alrededor de la Tierra.

(b) Expresar el momento angular [ del vehiculo espacial en funcion de su energia cinética F. v caleular su valor
numérico,

(c) Si se supone que el vehiculo espacial se lanzd verticalmente hacia arriba desde la superficie de la Tierra,
calcular, despreciando la resistencia del aire, la velocidad de lanzamiento para que el vehiculo llegara exactamente
hasta sn altura érbital,

(Datos numéricos: g — 9. 81 m/s%; By = 6,37 = 10° m)

Vo
El periodo es el tiempo empleado en dar una vuelta. La velocidad lineal de un satélite (velocidad

orbital) es uniforme, por lo que el periodo se obtiene de la definicién de velocidad para un
movimiento uniforme:

2nR
T =

v
Con v la velocidad orbital de un satélite, expresion que puede deducirse de la evidencia que el satélite no colapsa hacia la Tierra ni

sale disparado hacia el infinito. Este dato exige que las dos Unicas fuerzas que actdian sobre el satélite han de ser iguales (en modulo)
y actuar en sentidos contrarios: La gravedad y la centrifuga:

M-m v

E =F G
g =™ r2 r r

Con r la distancia del centro de la Tierra al centro del satélite.

Con este Ultimo resultado, sustituyéndolo en el periodo obtenemos la relacion que conecta el periodo con la distancia r (Es la
expresion de la tercera ley de Kepler):

2
_ 2nr R 224-611':,11'3
M
T

Sin embargo, en el problema no nos dan el dato de la masa terrestre, sino el valor de la aceleracion g en su superficie. Es facil
eliminar la dependencia de la masa si nos dan g a partir de la definicién de ésta Ultima haciendo el siguiente cambio. A una distancia r
del centro, el valor de g es:

GM )
g="7" GM = gr
Cambio que es muy comun, En nuestro caso, si el dato es en la superficie terrestre:

GM = g,R*
Sustituyendo este valor en la expresion del periodo:

2

T? = (R+ h)3,con(r=R+h)

goR?
Datos son todos conocidos.

El momento angular del satélite es el resultado del siguiente producto vectorial:

L = #xm®
Como la posicién y la velocidad orbital son perpendiculares entre si, el angulo es 90° y el médulo de L (que se conserva) vale:

L=r - m-v=rm |G—
T

Hemos de ponerlo en funcién de su energia cinética:



2

1 ) 1 M 1 M
Eczimv =§m 67 =EmG7

Elevamos al cuadrado L para que no nos moleste la raiz cuadrada y multiplicando y dividiendo por 2:

M 1 M
L? =r2m267=2-r2m§m67—>L2 =2-r’m-E,

L=ry2mE, = (R +h) - /2mE,

Todas las cantidades puedes obtenerlas de los datos

Si se lanzd desde la superficie terrestre y alcanza la érbita deseada han de cumplirse dos condiciones:
»  Siempre se conserva la energia total (cinética + potencial) en el despegue y en la érbita alcanzada
» Sillega ala 6rbita y no se pasa es porque deja de tener velocidad (energia cinética cero)

Enmecanica(Superficie) = Eyecanica (Orbita)

Mmoo Mm Ly
R 2™ T "Rrin

La incognita es v (velocidad de despegue). Todo lo demas son datos conocidos en el problema. Ademas observa que la masa del
satélite se elimina de la ecuacion.

o 2. — Consideremng el saltencuta que hare nnos mases Hatio el récord de salio desde gloho (desde nna altoura,
fr =2 A0 km ). Supongamos que 2l globo estabe en equilibrio antes del salto, de manera que si el saitonaute no se
hubiera lanzado al vacio el globo permaneceria quiero ¥y 1o subiria mas.

(a) Calcular la gravedad a esa altura (llame /i al radio de la Tlerra] y compdrela con la gravedad en la superficie
terrestre. Supongamas que en esa zona de la estrazosfera la atmdsfera esta tan rarificada que no hay apenas aire
que perturbe el movimiento de caida libre. [Qué velocidad (médula v direceidm) tendra el saltonauts cuando
haya recorrido 1 km?

(b) ;Cual serd la aceleracién del globo hacia arriba cuando el saltonauta se deje caer hacia la Tierra?

() ;Cual es la posicion del cantra de masas del sistema * saltonauta | globo” en el instante en el que el saltonauta
ha recorrido 1 km?

MNota: justifique debidamente cualquier aproximaciin que otilice. Hecuerde que el radio 2 de la Tiesra es de
apreximadamente G40 km

La intensidad del campo gravitatorio varia con la altura. En las proximidades de la superficie se aproxima a 9,8 m/s2 pero a la altura
del ejercicio, 40 km, el valor sera menor sin duda:

M M g R? gh) 1 1 9o
9(h)‘G(R+h)2'9°‘Gﬁ_’ g R+R? go  R+RZ 29 = T2
&z (1+3 1+§)

A 40 km de altura, la g ha variado la siguiente cantidad:

9,8 9,8

(1 %)2 1,006252

Es una caida libre con aceleracién constante si suponemos que en 1 km de caida no ha variado sustancialmente la g. Por lo que
mantendremos la g a 40 km en ese kilometro de caida:

IR

g(40km) = = 9,678 % Es el 98,76 % del valor en la superficie

m
v: —vZ =2dg > v =,/2dg(40) = \/2-1000-9,678 = 432,81?
Velocidad vertical en el sentido negativo del eje OY.

Cuando salta, la 32 ley de la dinamica asegura que a toda accion (empuje, fuerza, impulso, peso del saltador al saltar) se le opone
una reaccion (fuerza del mismo modulo, valor y sentido opuesto que se aplica al segundo cuerpo):



D \%

De la figura comentamos lo siguiente: El saltador (de masa m) tiene un peso p que al saltar le transmite una fuerza de reaccion al
globo de valor —p aplicada sobre ella (de masa M).Por tanto:

m
—p=M-a—>a=—Mg(40km)

El sentido negativo se refiere a que es el contrario al del saltador. La posicion del centro de masas puede obtenerse a partir de su
definicion:

_ MYsaitador + Myglubo
Yom = m+M

La posicion del saltador tras 1 km de caida es de 39 km, por tanto podemos calcular cuanto tiempo ha tardado en recorrer este
kilometro:

Ysaitador = 39 km
1000 = 4,839t2 > t = 14,38 s
La posicion del globo transcurridos 14, 38 s sera:
Ygio0 = 40000 + 9'62£14,282 = 40986,76 m
Sustituyendo estos valores de alturas en la expresién del centro de masas:

m
m 39000 + M - 40986,76 3900057+ 40986,76

m+M m
1+M

Yem =

e 1 — Un satélite de 100 kg esta en érhita senatorial civcular alrededor de la Tierra, girardo en sn mismo sentida,
a una altura de 1000 km scbre la superficie de la Tierra.
a) ,Qué velocidad lleva el satélite”

a) ;Cuanto tarda en pasar por el mismo punto de la vertical de la Tierra (teniendo 2n cuenta que la Tierra

tisne un movimiento de rotaciéon)?
c) .Unal es la energia total que tiene el satélite en sn Arbita?

Dalos: (¢ = 6,67 < 107" N m” kg™; radio de la Tiera, By = G370 kmy; masa de la Tierra, My = 5,98 = 10"
k- Fc
Q 100kg Siun sa}télite ma'ntigne su érbit’a significa que las dos fuerzas que intervienen, la gravitacional y
la centrifuga, coinciden en médulo.
E.=F,-m v’ = My -m -v= |G My
c 9 Ry +h (Rr + h)? Ry +h
Que es expresion teorica de la velocidad orbital.
o= 667 10128 0% oce 7™ = 7365
’ 6,37 - 10 + 10° s s

El tiempo que tarda en dar una revolucién es el periodo:

;_2ERe+h) _ 2m(637 - 106 +10%) €205 77 < = 1 hv 45 minut
= = 7355’27 = , S = y minutos

v
La energia total es la energia mecanica del satélite. Se obtiene sumando las energias cinética y potencial a la altura de 1000 km:
1, Mpm 1 5 _4; 598 102%*-100
Emecanica = Ecinetica + Epotencial = 5mv* = Gm =5100-7355,27" — 6,67 - 10 6371051 100 J
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PROBLEMAS. Si ha seguido la evaluacion continua s6lo debe resolver dos de los problemas.

e 1.— Alrededor de un planeta sdalido, cuya densidad es constante igunal a p y su radio igual a /7, orbita un
pequerio satélite artificial de masa m a una altura h = [ sobre la superficie del planeta. Calcular ;

(a) La velocidad a la que orbita el satélite.

(b) El planeta carece de atmasfera por lo que no existe rozamiento con ella. El satélite posee un mecanismo
de frenado instantdneo que detiene totalmente su movimiento en la drbita, por lo que caerd verticalmente,
para acabar estrellindose contra. la superficie del planeta, jcon qué velocidad impactaré contra la superficie del
planeta” ;Cuoal es el cociente entre esta velocidad y la del satélite en su drbita?

(¢} Desde la superficie del planeta se dispara hacia arriba un proyectil con una velocidad cuyo madulo es la
misma ¢ue la del satélite en su Grbita, ja qué altnra legara?

Nota: (todas las respuestas han de darse en funcion del radio del planeta, i, su densidad p v la constante de
gravitacion universal (7)

No nos dan la masa del planeta, por lo que no la podemos emplear como dato. Ni tan siquiera es la Tierra. Partimos de la expresion
de la velocidad orbital obtenida en el problema anterior:

e M g M M
Vom 1Ry n ™ |"R+r ™ |"2R

Teniendo en cuenta la expresion de la densidad:

p:

Sustituimos este valor de la masa en la velocidad:

énR% 2 2
3 2
v, = |G R §7TGpR =R §T[Gp

Situado a una altura de R, e impulsado solo por la fuerza gravitacional atractiva, deberemos de calcular el valor de g:
GM GM GM GM

9= R+n2 " R+R)? (2R)? 4R?

En funcion de la densidad:
4
GM _GzmR*p 1

“ar? - 4Rz 3"ORP

1 2
v2=29h—>v2=2'§nGRp-R—>v=R §nGp

El cociente entre la velocidad orbital y la de caida es el siguiente

g
La velocidad con la que impacta es:

Coinciden ambas.

El ultimo apartado lo obtendremos aplicando el Principio de conservacion de la energia total (mecanica) entre los dos puntos: el
despegue desde la superficie con la velocidad calculada; el punto que alcanza en el que hemos de determinar su altura (hemos de
suponer que al llegar a esa cota, el satélite se ha detenido)

Esuperficie =Ep

1 2_¢ Mm _ Mm
2™ T TR T T R+n
Sustituimos el valor de la velocidad y el de la masa del planeta en funcion de la densidad:

2

1 2 %nR3pm %HR3pm
M\ M ETP ) TR T T R

Operamos, eliminando la masa del satélite, G, la densidad, pi, la expresién se simplifica mucho:

R+h 4R h R
= — e d = —
3 3
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PROBLEMAS. Si ha seguido la evaluacion continua solo debe resolver dos de los problemas.

s 1.— Consideremos el planeta Tierra, de masa My y radio fiy. A su alrededor orbita en érbita circular la
Luna, de masa M, v radio B,. La distancia entre ambos cuerpos, desde el centro de la Tierra hasta el centro de
la Luna, es «, Cierta misidn espacial consiste en ubicar un satélite de telecomunicaciones entre ambos cuerpos
celestes, a una distancia tal que no sienta ninguna fuerza gravitatoria.

(a) Obtenga la distancia r desde el centro de la Tierra a la que tiene que colocarse el satélite.

(b) Despreciando cualguier tipo de pérdida por rozamiento, jeon qué velocidad debe lanzarse el satélite de
comunicaciones para llegar al punto » con velocidad nula?

Nota. Considere los signientes valores muméricos: My = 5,97 x 10% kg, Ry = 6.37x 10°m, My, = 735 < 10F kg,
Ry = LT 10°m, d = 384 % 10%m, ¢ = 6,67 x 107" Nm® kg—=.

satélite ha de coincidir con la fuerza de la Luna, es decir, han de coincidir en sus
modulos aunque los sentidos sean opuestos:

»

X S @ En ese lugar entre la Tierra y la Luna, la fuerza con la que la Tierra atrae al
»
L

A A
\‘

El problema nos pide determinar x, en donde d es una distancia conocida:

My -m M, -m M, d 3,86 - 108
G =G d—x=x: |—>ox

x? d-x2 " My B M, oY= 7,35 - 1022
(1 + M_T> (1 + 597 1024)

Como en el problema anterior, aplicamos el principio de conservacion de la energia entre la superficie de la Tierra y el punto a donde
tiene que llegar, a una altura que es x-Rr

=3,47-10m

1 Mrm M;m Mrm M;m
-mv?i—G -G =-G -G
2 my RT d - RT X — RT d — X

En el primer término aparece la energia cinética en el despegue mas la energia potencial inicial suma de la contribucién de la Tierra y
de la Luna, de ahi que aparezcan dos términos para la energia potencial.

En el segundo miembro aparece la energia potencial total en el punto de equilibrio debida a la Tierra (primer término) y debida a la
Luna (segundo término)

Hay que despejar la velocidad, eliminando la masa del satélite:

My M, My M, My M, My M,
= 2(—6 -G G—+G )= 2G (— - — )
v \] X—RT d_x+ RT+ d_RT x_RT d_x+RT+d_RT

12



ONDAS

e 1.— Se tiene un muelle colgado verticalmente del techo y cuya constante elastica es k — 80 N/m. Se cuelga
del extremo libre del muelle un objeto de masa m = 5 kg, de forma que el muelle se estira lentamente hasta que
el sistema llega a su posicién de equilibrio.

(a) Calcular cuénto se ha estirado el muelle en la nueva posicién de equilibrio con el objeto colgado.

(b) Si ahora se desplaza la masa 1 cm por debajo de su posicién de equilibrio y ademés se le imprime una
velocidad inicial hacia abajo de 2 em/s, caleular la energfa total del movimiento arménico del sistema, la
amplitud del movimiento y la velocidad méaxima que alcanza la masa.

\
\
)

Bl Yo = ' Cuando colgamos una masa y dejamos que el sistema se equilibre, la fuerza de recuperacion del
c— = muelle iguala al peso de la masa y la consecuencia es un alargamiento respecto a su longitud natural
;: gE (longitud sin masa)

C S
<= = _ . .
c— o En el nuevo equilibrio, se cumple la igualdad entre los médulos de ambas fuerzas:
c—
<o
D;'** .
' mg 5.98
P=FH—>mg=k-Ay—>Ay=T—>Ay=Wm=O,6125m

El apartado b) lo haremos aplicando el teorema de conservacién de la energia mecanica. Inicialmente, es decir, cuando estiramos
1cm y le impulsamos en sentido hacia abajo con una velocidad inicial, la energia total adquirida por la masa es la siguiente:

1 ) 1 ) 1 2 , m ,

Eyg = Ek(AO) - Eyy = 0,004 ; Emvi = EkAy - Ay' = m - Ay'=0,25m
En es la energia total involucrada en la oscilacion de esta masa antes de impulsarla con la velocidad de 2 cm/s. Cuando la
impulsamos, la energia cinética que aportamos se transforma en potencial elastica, lo que nos permite calcular lo que se estira.
Ademas, en el primer tramo de descenso, llegara un punto en el que se anula la velocidad; llegado aqui, y aplicando la conservacion
de la energia mecanica, calcularemos lo que se ha estirado con el impulso y asi determinamos la amplitud de todo el movimiento
sumando esta cantidad al cm desplazado inicialmente.
Por tanto, la amplitud del movimiento sera:
A=001m+025m=0,26m

Y la energia mecénica nueva:
1
Ey = Ek(A)2 =2,704]

La velocidad méaxima la alcanzara al pasar por el punto de equilibrio:

2,704 ] = %mvezq > Vg = ,2.2,5704 _ 1,04%
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¢ 3.— Un bloque de masa 2kg se deja deslizar desde el reposo por un plano inclinado, a una
distancia de 4 m de un muelle sin masa cuya constante de fuerza es k¥ = 100N /m. El muelle esta
alineado con el plano inclinado 30° como se muestra en la figura.

2kg

(a) Sino hay friccién entre el plano y el bloque encuentre
cudl es la maxima compresion del muelle.

(b) Si ahora se supone que hay friccién entre el bloque y
el plano y el coeficiente de rozamiento cinético vale
(.2, encuentre la maxima compresion del muelle.

Estos ejercicios suelen abordarse por conservacion de la energia mecanica en caso de no haber friccion, y si la hubiera, teniendo en
cuenta que el trabajo de las fuerzas no conservativas producen una disminucién de la energia mecénica del sistema. En el caso a) no
hay friccion, por lo que se conserva la energia mecanica total de la masa:

Podemos distinguir dos momentos relevantes en el descenso:
1) Enla parte alta de la rampa; parte del reposo y solo hay energia potencial gravitatoria
2) Elpunto de méxima comprensién. En este punto, toda la energia potencial gravitatoria se ha transformado en energia
potencial elastica; tener en cuenta que en este punto también se ha parado.
La energia mecanica desde el punto donde se deja caer:

Eun@ = mgh = mg(4 + Ax)tan30

En el punto de maxima comprension
1
E, = —kAx?
M(f) = 5 rAx
Ambas energias han de coincidir:

1 mg 2V3 2V3 mg 2V3 2-98
— e Ax2 g VO — Ax2 2 _ o 2V2 gty 2_o. _ -
mg (4 + Ax)tan30 2kAx -8 o +mg T Ax = Ax* - Ax“ —mg K Ax — 8 7 0— Ax* -2 9,83_100Ax 8 100 0
Ax?—2-98 2v3 A 82.9'8 0 - Ax? —0,22634 1,568 =0
- —_ . - = - —_ — =
* ©3.1007 ~ ° 7100 T RestI T L

Con solucion:

0,2263 +£./(—0,2263)2 +4-1-1,568
x = 5 =137m
b) Cuando hay friccion, parte de la energia potencial con la que partia se ha disipado en el trayecto de los primeros 4 metros y del
desplazamiento —x- durante la compresion. Es lo que vamos a determinar. De hecho con el resultado obtenido, podemos saber la
energia mecanica con la que partia al inicio de la rampa:

Eugy = mgh = mg(4 + Ax)tan30 - Eyy = 29,8 - (4 + 1,37)tan30 = 60,767 ]
La fuerza de rozamiento que actla en el descenso es:

1
fr= u-mg'sen30—>fr=0,2-2-9,8-§= 196 N
Y su trabajo (sera negativo porque la fuerza se opone al desplazamiento 180°):

Wiy = fr-d > Wy = —1,96 - (4 + Ax)

Es decir, la masa llega al muelle con una energia total resultante de:

Por lo que se comprimira menos que en el primer apartado:

—0,0392 = \/0,03922 +4-50-1,0585

550 =0,145m

1
52,927 — 1,96 - Ax = EkAx2 — 0 =504x% + 0,03924x — 1,0585 - Ax =

14
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e 1.— Se tiene el sistema que se muestra en la figura, en el que un bloque
de masa m estd unido, mediante una cuerda sin masa e inextensible, a un
muclle de constante cldstica & a través de una polea, que puede considerarse
como un disco macizo uniforme de radio R v masa M (momento de inercia
respecto a un eje perpendicular que pasa por su centro, I = M R?/2). La polea
esta fijada al techo y el muelle al suelo. Se supone, ademas, que la cuerda no
desliza sobre la polea.

(a) En primer lugar, se deja descender suavemente el bloque hasta que el
sistema se encuentra en equilibrio. Encontrar la expresion que nos da t
cuanto se ha estirado el muelle, .. s

(b) A partir de la situacién de equilibrio mencionada en el apartado anterior,
se desplaza hacia abajo el bloque una distancia A vy después se suelta, de forma que se
inicia un movimiento oscilatorio. ;,Cudl es la aceleracién del bloque en ese momento?

(¢) Calcular ¢l periodo del movimiento oscilatorio anterior.
(Datos numéricos: m = 1 kg, k =200 N/m, M =1 kg, A=3cm, ¢g=9,8 m/s’.

a) Enelequilibrio y en reposo encontramos el siguiente balance de fuerzas expresado graficamente en el diagrama del dibujo:
1) Un peso que es equilibrado por la tensién de la cuerda, que se transmite por la cuerda inextensible.
2) Una fuerza de recuperacion del muelle que iguala a la tensién de la cuerda

P-T=m-a-»(@=0yP=T

@=0)oT =F >T=kny? > ay= |2X_ [*™9
= -T= - T =— - = |—= |———=
a 4 Skby? - Ay = |2 -

b) A partir de un desplazamiento A, el sistema inicia la primera oscilacién: (Ecuacion de la masa)
(DP—-T=m-a->T=P—-m-a

Las tensiones a ambos lados de la polea no son iguales al considerar la rotacion de la polea; esto significa que el disco de la polea
girara por el momento generado por la diferencia de ambas tensiones (Ecuacion de la polea):

MR? a .1
2 T-T'=5Ma

@@ =T R=la~@-T) R=——:3

El desplazamiento A inicial nos proporciona el valor de la fuerza con la que el muelle quiere recuperarse (Ecuacion del muelle):
B)T' —E=m-a->T —k-A=0 > T' = k-A; seanula al no tener masa el muelle
Calculamos la aceleracion lineal del sistema, sustituyendo el valor de las dos tensiones en la expresion (2):

2(mg—k-A)

1 1
P—m-a—k~A=§Ma—>P—k'A=§Ma+ma—>2(P—k-A)=Ma+2ma—>a= M+ 2Zm

c.. El periodo de oscilacién del muelle podemos obtenerlo facilmente a partir del teorema de conservacién de la emergia mecénica.
Cuando alargamos una distancia A, el mecanismo acumula energia potencial elastica en el muelle que, una vez libre ira
transmitiéndose como energia cinética de traslacién de la masa y energia cinética de rotacion de la polea de manera que se cumplira:

1 1
EkAZ = Emvz +§1(1)2

Teniendo en cuenta que, al ser una cuerda inextensible se verifica siempre: v = w - R

=3 : slw® - = Sw=A|——T="=2 -
2 M@ 2@ m v mw mR% + 1 w A k A 2k
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