Enero 2020 Ejercicio 1

Ejercicio 1| Calcular las soluciones del sistema

mr +y +z = (0
xr +my +z= 0
r 4y Fmz= 0

para los distintos valores de m € R.

Se trata de un sistema de ecuaciones lineales lémaog

Escrito en forma matriciabx =0

m 1 1 0
1 m 1 =0
1 1 m 0

N < X

Comentario: Las soluciones de un sistema de equeximeales homogéneo es un
conjunto de vectores. El conjunto de las soluciateesn sistema homogéneo de
ecuaciones tiene una estructura algebraica deiespaxtorial en el sentido de que la
suma de dos soluciones también es una soluciéprpeéiicto de un escalar por una
solucién también es una solucion. Los sistemas hénmeps lineales siempre tienen, al
menos, la solucion trivial (0,0,0).

Para resolver este ejercicio vamos a utilizan&odo de reduccion de Gauka idea
fundamental del método de Gauss consiste en lgesigu Para estudiar un sistema se
transforma en otro sistema equivalente mas sendiibse paso a paso se hacen
transformaciones hasta llegar a un sistema esacidona

Lastransformaciones elementales de fil@ger pagina 14 del LTExplicarlas con similes]
transforman un sistema en otro equivalente.

En el método de eliminacién Gausiana el pivotectigme ser distinto de cero. Si en
nuestro ejercicio utilizamos el valorcomo pivote hay que considerarlo la hora de
hacer el andlisis de los casos criticos del par@midha opcion alternativa mas simple
de analizar es permutar previamente las ecuacpoiresra y tercera.

m 1 1 O 1 1 m O 1 1 m O

1 m 1 Ol=1|1 m 1 O = O m-11-m O =
Fo R F-F-F, F-mF - Fy

1 1 mO m 1 1 O m 1 1 0

1 1 m 0 1 1 m 0

0O m-1 1-m O . F—- . 0 m-1 1-m 0

0 1-m 1-m* o) = 0 -m-m+2 0




Una vez reducido el sistema a forma escalonadajadores criticosdel parametro
aquellos que anulan las cabeceras de fila.

Son valores criticos del parametro la soluciomdel = 0, que anulan la cabecera de la
segunda ecuacion, y las solucionesmé—m + 2 = 0 que anulan la cabecera de fila de
la tercera ecuacion

A continuacion se estudia el sistema de formaqadati para cada uno de los valores
criticos del parametro.

Param= 1, el sistema es

2> Xx+y+z=0

o O k-
o O -
o O B+
o O O

Se trata de un sistema de una ecuacion con trégriitas. El conjunto de las soluciones
son todos los vectores tales que la suma de susac@mtes es cero. Por ejemplo serian
soluciones (1, -1, 0), (-3, -5, 8), ....

Comentario: Concepto de rango de una matriz (Vginga22 del LT). Una vez
reducida a forma escalonadaahgode una matriz es el numero de filas con cabeceras
distintas de cero.

Para este caso la matriz del sistema es de rangoratriz ampliada es de rango 1. El
sistema tiene infinitas soluciones (es un sisteomapatible indeterminagoPara hallar
la solucién general se utilizan dos de las inc@gnibomo pardmetros.

= -A-u X -1 -1
y = A Esto mismo escrito en forma vectorial |[=A| 1 |+ 4 O
z = z 0 1

Comentario: La interpretacion geométrica del cotgute las soluciones es un plano del
espacio.

Param= -2, el sistema es

1 1 -2 0 vz = o
0—3309{)(3’2_

-y+z =0
00 0 O

Es un sistema de dos ecuaciones con tres incégnitas

La matriz del sistema es de rango 2. La matriz exti@les de rango 2. El sistema tiene
una infinidad de soluciones (es un sist@mapatible indeterminadoPara hallar la
solucion general se utiliza una de las incognitasa parametro.
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Comentario: La interpretacion geométrica del cotgute soluciones es una recta en el
espacio.

Comentario: En general, dado un sistema de ecleioreales homogéneo, el

conjunto de soluciones se puede describfodea implicitao deforma paramétrica

Es muy importante en el desarrollo de la materiaste curso saber pasar con soltura de
una forma a otra. (Ver paginas 33, 34 y 35 del LT).

Para los demas casos, cuantp 1 ym# —2, resulta que el sistema tiene solucién Unica
(El sistema esompatible determinadpque es la solucion triviak(y, z) = (0, 0, 0).

Otra manera de resolver este problema es usandetiesninantes

Comentario: Losleterminantese introdujeron por Leibniz para expresar
explicitamente las soluciones de sistemas €euaciones conincognitas (férmula de
Cramer). Los determinantes, ademas de para residtemas de ecuaciones son Utiles
en otros muchos ambitos de las mateméticas. (Mgn@&3 y siguientes del LT).

La solucién del sistema que da la regla de Crasier e

01 1 01 1 0
det0 m 1 det1 0 1 det1 m O
01 m 0 m 1 1 0

X: ' y: ; Z:
m 1 1 m 1 1 m 1 1
detl m 1 detl m 1 detl m 1
1 1 m 1 m 1 1 m

En las formulas de Cramer, para que tengan selméiggue evitar la division por cero.
Es decir, hay que asumir que

m 1 1
det®d) =det 1 m 1|=m*-3m+2=(m-1?’*(m+2)z0
1 1 m

Los casos criticos del sistema, para los quetelnsgsno tiene solucion Unica (la que da
la regla de Cramer) son los valores que anulaetelahinante de la matriz del sistema

Es decir, los mismos casos criticos que ya enaoogaisando el método de Gauss.

Comentario: Para problemas en los que hay quetdéiassistemas de ecuaciones el
método de Gauss es mas general. Con el métodouds &a pueden estudiar sistemas
en los que el numero de ecuaciones es distintelquamero de incognitas. Ademas, el
método de Gauss es un algoritmo muy eficiente.
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i ($i2) Acmatrix([m,1,11,[1,m,1]1,[1,1,m]l}~

m 1 1
(%02} |1 m 1

1 1 m

A (%i8) determinant (A);
(%08) m{m®-1)-2 m+2

" (%i9) solve (%08=0,m) ;
(309) [m=-2,m=1]

7 (3i3) evia, m=1);
11 1

(%03} |1 1 1

7 (%14) ev(n, m=2);

(304) |1 -2 1

= {%i6) rank{%o3}:
(%06} 1

i {%i7) rank{%o4):
(%o071) 2
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(%111)

(%011)

(%112)

(%012)

triangularize (%03);

111
000

000

triangularize (%04);

-21 1
0 3 -3

0 0 0

solve([x4y+z=0], [%,y,2]); /*Sclucién en funcién de parametros para m=-2%/
[[x=-23r2-%r]l ,y=%r2,z=3r1]]

solve([-2*xty+z=0, 3*y-3*z=0],[x,v,2]); /*Solucion en funcién de parametrospara m =1 */
[[x=3r3,y=%r3,2z=3%r3]]



