Febrero 2013 A problema

Si A es el subespacio de R* generado por (1,2,1,1),(~1,0,1,0),(2,2,0, 1)
y B es el subespacio de ecuacién 2z, — 2z, + 2x3 — x4 = 0, se pide:
A) (2ptos.) Bcuaciones paramétricas y cartesianas de los subespacios 4, By AN B.

B)(2ptos.) Encontrar una base de AN B y otra de A + B.

Respuesta
= Subespaci@d

El subespaci@d esta expresado mediante un sistema de generadores

En primer lugar, vamos a reducir el sistema de geloees a un sistema escalonado

equivalente

1 211 1 2 1 1 1 211
-1010=0 2 2 1|=|0 2 21
2 201 0 -2 -2 -1 0 00O

Es decir, el subespacioesta generado por dos vectores linealmente indegrgas. Su
dimensién es dink) = 2.

Unas ecuaciones parameétricashdson:

X 1 0 X =A

X, :/]2+ 2 o X, =24 +2u
X 1 2 X, =A+2u
X, 1 1 X, =A+u

Por consiguiente,
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Para hallar la forma implicita dehay que eliminar parametros.

1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1

0 2 2 1 = |0 2 2 1 = 0 2 2
FoxF-F 2F3~(%=2%)F,~ F;

XX XX 0 %=2% X=X X=X 0 0 2x-2x+2X,

Para que el rango esta matriz sea 2, tiene querogue

2X%,=2%, + 2%, =0 X =X +X% =0
<>
-X,+2%, =0 -X,+2%,=0

Comentario: Una comprobacion seria ver que losovestgeneradores deverifican
este sistema de ecuaciones que acabamos de obtener.

Comentario: Laeliminacion de parametraambién se puede hacer directamente,

1
1
- X, +2X,

despejando un parametro en todas las ecuaciongsrab parametro e igualando dos a

dos. Asi se pierde una ecuacion y se elimina usnpetro.

= Subespaci®

Segun el enunciado del problema, el subespacionvads esta descrito en forma
implicita mediante una ecuacion lineal homogéneaccatro incognitas

2% — 2%, + 2%, — %X, =0
La solucidn general de este sistema dependerdpdefetros. Es decir, diB)= 3.

Haciendox; = A, X2 =, X3 = ¢ la expresion paramétrica Bees

X =A X 1 0 0
X, = U - X, =/10+,ul+ 0
X =0 X3 0 0 1
X, =2A-2u+20 X, 2 -2 2
Es decir,
1 0
o|| 1|0
B= 1 1
0O|| 0|1
2)(-2)(2



Comentario: Se puede comprobar que los vectoregenerarB, en efecto, verifican la
ecuacion implicita de que defiBe

=  SubespacidNB

Los vectores que perteneceA & B son los que estan simultAneamenteyeB. Por
consiguiente, las ecuaciones implicitas de el ecdoj N B seran el sistema formado
por las ecuaciones implicitas de defidejunto con las ecuaciones implicitas que
definenB.

X%+ % =0
- X, +2X,=0
2% = 2%, + 2%, =X, =0

Para hallar la solucion general del sistema, pligner la forma paramétrica de) B,
lo reducimos a forma escalonada.

1 -1 1 010 1 - 1 1]0
0O -1 0 2|0|=(0 -1 0 2|0
2 -2 2 -1|0 0O 0 0 -1/0

Por tanto, el sistema escalonado que defineB es

X% % =0
-X,+2x,=0
X, =0

La solucién general de este sistema va a depeedan garametro. Por ejempip=A.
De modo que

% =4 X 1
X, =0 " % |-, 0
X == X, -1
X, =0 X, 0

Comentario: Se puede comprobar que, efectivamehntector (1, 0, —1, 0) pertenece
tanto aA como aB viendo que cumple las respectivas ecuaciondsydeéeB.

En definitiva,



AnB=

0

La dimension de este subespa&itB es: dimANB) =1

=  Subespacid\ + B

El subespaci@d + B esta formado por todos los vectores de la forma + b, en donde
alJ Ayb U B. Por consiguiente, un sistema de generadoréstd® es el resultado de
juntar los vectores generadoresAde los vectores generadoreskle

0
1|0
A+B=
1
2

Para hallar una base del subespacioB hay que reducir este sistema de vectores a una
forma escalonada equivalente.

1 21 1 2 1 1 12 1 1 1 21 1
0 2 2 0o 2 2 1 02 2 1 0 2 2 1
100 2|0 -2 -1 1|=00 1 2 (=0 01 2
010 -2 0O 1 0 -2 0 0 -2 -5 0 00 -1
001 2 O 0 1 2 00 1 2 000 O

Como la base da + B esta formada por cuatro vectores linealmente ienidigntes,
resulta que dini + B) = 4 y, por tanto,

A+B=R
Comentario: Se verifica la férmula de Grassman

dim(A + B) = dim(a) + dim@®) — dim@ N B)



