Febrero de 2010 A Problema

2 -21
a)(2ptos.) Calcular la factorizacién LU de lamatriz A= | 1 —3 1 | y utilizar dicha
3 7 5

0
factorizacion para resolver el sistema AX = ( ] ) ;
7

b)(2ptos.) El subespacio V de R? estd generado por {(1,1,2)} v el subespacio U de R?
estd definido por las ecuaciones 211 4+ 3 + z3 =0, 2 + 73 = 0. Calcular la dimensién de
V 4+ U y justificar si U y V estan en suma directa.

Respuesta:

a) El apartado a) esta hecho. Es el ejercicio 1.44idm de Problemas, pagina 44.
También esta explicado en “Factorizacidh de matrices cuadradas”.

b)
=V

El subespaci¥ esta definido en forma paramétrica.

1 X X 1
V=_(|1])={y|OR® tal que |y|=41
2 X z 2

La dimension d& es 1, porque su base tiene un elemento \jim(L.
Cometario: Geométricamente son los vectores deaata del espacio.

Comentario: Aunque no es necesario hacerlo, valeeibir el subespacwen forma
implicita. Para ello, eliminamos el parametro. Etee&aso es muy sencillo hacerlo
directamente. Se despeja el parametro en lasdvegienes y se igualan dos a dos.

X
V=:y|OR® tal que{
X

x-y=0
2x-z=0

Si lo hubiésemos hecho sistematicamente reduciaolona escalonada la matriz

112y (1 1 2
X Yy zZ)RxR-R0 y—-X z-2X

Para que el rango de estas matrices sea igualemé que ocurrir que los elementos de
la segunda fila sean ceros.



= U
El subespacity esta definido en forma implicita.
X

U=3ylOR tal que{
X

2x+y+z=0
y+z=0

Las dos ecuaciones del sistema son linealmentpendéntes (el sistema es
escalonado). Para describir el sistema de formanpetrica hay que hallar la solucion
general del sistema en funcién de un parametmoejemplo, haciendn =2, se tiene

0 X X 0
U=(|-1|)=<|y|OR® tal que |y|=A1[-1
1 X z 1

Comentario: Una comprobacion sencilla es ver gwedbr (0, —1, 1) verifica las
ecuaciones que definéh

Comentario: Geométricamente, el subesplicgon los vectores de una recta.
= U+V
El subespacidJ +V se define asi:

V+U =V OU)={ x tales quex =v +u, dondevlV y ulJU}

En este caso
V+U=<(1,1,2),(0,-1, %)

Es claro, que los dos vectores que gen¥raJ son una base, ya que forman un
sistema escalonado de vectores.

1\(O X X 1 0
V4+U =(|1[|-1])={ y|OR® tal que |y|=A1|+4 -1
2/ 1 X z 2 1

Ladim U +V) = 2.
Comentario: Geométricamenté,+ V es un plano del espacio.

Para hallar la forma implicita d¢+ V hay que eliminar los parametros



1 1 2 1 1 2 11 2
0 -11, = |0 -1 1 = 0 -1 1
Fs=xR - Fy Ry )R- Fy

X y z 0 y-x z-2x 0O 0 3x-y-z
Por consiguiente,
X

V+U ={|y|OR® tal que {3x-y-z=0
X

Comentario: una comprobacion facil es ver que lstares que son base ¥Wet U
{1,1,2)) , (0,-1,1)}, verifican el sistema de eciomes que defineW + U en forma
implicita.

= VNU
Los vectores que estan a la vez en los dos subesan los que verifican

simultdneamente las ecuaciones implicita¥ @ento con las ecuaciones implicitas de
u.

X-y=0
X y
3 2x-z=0
VnU=<|y|OR tal que
« 2x+y+z=0
y+z=0

Ahora hay que reducir el sistema a forma escalonada

-1 0 O 1 -1 0 O 1 -1 0 O 1 -1 0 O
0O -1 0 0 2 -10 0 2 -10 0 2 -10

~ ~ ~

1 1 0, |O 3 1 0 OO 5 0|0 0 5 O0
1 1 0 (O 1 1 0) \O O 3 0 OO O O

O NN DN PP

El sistema es compatible determinado y la Unicacgmh es (0, 0, 0).
dimensién es dingNT) = 0.

Comentario: Geométricameni/\ U es la interseccidon de dos rectas que pasan por el
origen y que no son paralelas.

ComoV N U={ 0} se dice qué&/ y U sonsuma directa(ver pagina 897 del LT)

Comentario Los vectores dé1U se descomponen aeanera Unicacomo suma de un
vector deV mas un vector dé.

Comentario: Comprobamos la formula de Grassmamp@gina 95 LT)
dim (V + U) = dim {) + dimU) — dim ¢/ N U)
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——> /*U en paraméetricas¥/
linsolve ([2*=z+y+z=0, v+=z=01, [=,vr2l};
(%07) [x=0,y=—2%r1_,z=3%r1]

—=> J/*V en implicitas*/
eliminate{[x=t, y=t, z=2%*t],[t]):;/*implicitas de V*/
(308) [Zx—2 x—v]

L~ {%110) /*V interseccion U*/
linsolve ([2*z+y+z=0, y+z=0, 2*zx—z=0, x—v=01, [z,v,2]1);
solve: dependent equations eliminated: (4)
(3010) [x=0,y=0,2=0]

L~ (%111) /*Fcuaciones de V + TU*/
eliminate {[x=t, y=t-s, z=2*t+s],[s,t]l}:
(%0ll) [=z+y-3 x]




