EJEMPLOS DE DIAGONALIZACION DE MATRICES Y MATRICES DE
JORDAN

Dimensionn = 2

3 —_
EJEMPLO1 A=
2 -3

= Polinomio caracteristico

3-4 -4

p(A) =defA- Al )= de{ ) _3_)J =R-0A+(-)=X-1

Comentario: Los coeficientes del polinomio cardsteo sonnvariantes al cambio de
base, es decir, no dependen de la expresion aaali#l endomorfismo.

Para el caso de matrices cuadradas de orden&@édisientes del polinomio
caracteristico son:

- Coeficiente d@? +1
- Coeficiente d&.: — (11 + a22) (El opuesto de la traza de la matriz)

a, ap

- Término independientet de{
&y 8y

j (El determinante de la matriz)

= Autovalores
Las raices del polinomio caracteristico
A-1=0 — A=1 A=-1

= Autoespacios

e e {2 240 = e-or=o=(2)
E(-1) = {(A-H)x =0} = {@ i;‘j@ :@} - {X_ y:o:<@>

= Expresion diagonall, y matriz de pasd®, tal quel = P AP

En este caso, para cada autovalor, su multipli‘@dadual a la dimension de su
autoespacio. Por tanto, admite una expresion dagespecto de la base que esta
formada por los autovectores. Por consiguientmdtiz de paso tendra por columnas
los autovectores, en el orden en el que apareseautovalores en la diagonal.



Asi pues,

0 2
EJEMPLO2 A=
-2 4

Polinomio caracteristico

0-4 2

p(A) =det(A-Al) = de{ _o 4-y

]:/12—4)1 +4=(1-2f

Autovalores

(A-2f=0 —  1=2(doble)

Autoespacios

{3 o))

= Expresién diagonall, y matriz de pasd®, tal quel = P'AP

Como en este caso la multiplicidad del autovalatifssente de la dimensién del
autoespacio no admite expresion diagonal, pernasenpresion en forma de matriz de
Jordan.

Comentario: Para determinar la matriz de Jordamgbaytener en cuenta lo siguiente
(ver pagina 169 del libro de teoria):

1) El nimero de bloques correspondientes a cadamalpio es la dimension del
autoespacio asociado. Es decir la multiplicidad g&doa.

2) Los bloques correspondientes a un mismo vatipiprse disponen sobre la diagonal
principal consecutivamente, de modo que sus tanmsgfasno crecientes.

3) Tiene en la diagonal secundaria tantos “1” coewiores no propios se necesitan
para completar una base de vectores propios.

(5

En nuestro caso



Para hallar la matriz de paBotal queJ = P"'AP, necesitamos buscar una base respecto
de la cual el endomorfismo tenga la expresion déaio

Para ello, primero, hacemos la sucesion de nudedss sucesivas potencias de
(A=)

Nuc(A —Al) O Nuc(A —Al)?

wen(3
w3 955

Nuc(A-Al)?

En nuestro caso:

Buscamos un vectar que esté en Nua{Al)?, pero que no esté en NAe{.l)

1
Por ejemplou = (Oj

Calculamos = (A-Al) u

-2 2Y1 -2
En nuestro caso= =
= o

Comentario: El vector LINuc(A —Al)
En efecto, A—Alv = (A=) (A=A)u=A-A)u=0

Para construir la matriz de paso, debemos elegouatiamente la base de referencia.
Para ello tenemos en cuenta que

(A=A)v=0 — AV =Av

(A=A)u=v — Au=v+iu



Si consideramos la baBe= {v, u}, en ese orden se tiene que

A 1
Av =>\v —»[ j Au=v+iu H( j
Bl 0O Bl A

(31

Asi pues,

Dimensiénn = 3

1 0 O
EJEMPLO3 A=(1 0 -1
1 -1 0

= Polinomio caracteristico

-1 0 0
p(l) =det(A-Al)=det 1 0-A1 -1 [=-F+ P +1-1=—-(1-1(1+1)
1 -1 0-)

Comentario: Los coeficientes del polinomio cardst&ro sonnvariantes al cambio de
base, es decir, no dependen de la expresion aaali#l endomorfismo.

Para el caso de matrices cuadradas de orden&édisientes del polinomio
caracteristico son:

- Coeficiente d&> (-1)
- Coeficiente d&? + (a11 + ax +ag3) (La traza de la matriz)

- Coeficiente dé.: —(a” %y 4P Aol B aﬂj (El opuesto de la suma de los
a32 a33 a31 a33 a21 a22
adjuntos de los elementos de la diagonal).
a:I.l a'12 a13
- Término independientet|a,, a,, a,| (El determinante de la matriz)
A3 3 Sy

= Autovalores
Son las raices del polinomio caracteristico

A =1 (doble) A =-1 (simple)



= Autoespacios

0 0 0)x 0 1\ (1
E(1)=</1 -1 -1||y|=|0|;=<x-y-z=0=(|1}/0
1 -1 -1)z 0 0)\1

2 0 0)x 0
x=0
E(-1)=<1 1 -1|y|=|0|;= =
Xx+y-z=0
1 -1 1)z 0

= Expresion diagonall, y matriz de pasd®, tal quel = P'AP.

En este caso, para cada autovalor, su multipliockdadual a la dimension de su
autoespacio. Por tanto, admite una expresion degespecto de la base que esta
formada por los autovectores. Por consiguientmdtiz de paso tendra por columnas
los autovectores, en el orden en el que apareseautovalores en la diagonal.

100 110

J=/0 1 O P=|1 0 1

0 0 -1 011
0O 3 1
EJEMPLO4 A= 2 -1 -1
-2 -1 -1

= Polinomio caracteristico

0-4 3 1
p(A) =detA-Al)=det 2 -1-A1 -1 |=-F-2P+41+8=-(1+2(1-2)

= Autovalores

A =2 (simple) L =—2 (doble)



= Autoespacios

-2 3 1j)x 0
2x-3y-z=0
E(2)=<| 2 -3 -1|y|=|0]|;= =
-4y-4z=0
-2 -1 -3)\z 0 -1
2 3 1)x 0 1
2x+3y+z=0
E(-2)=< 2 1 -1 =0|r= =(]-1
2x+y-z=0

-2 -1 1

N
o
[N

= Expresion diagonall, y matriz de pasd®, tal quel = P'AP.

En este caso no va a poder encontrarse una expaiagbnal, ya que para el autovalor
L = =2 su multiplicidad no es igual a la dimensiénsd autoespacio.

Sin embargo, si va a haber una expresion mediaatenatriz de tipo Jordan

-2 1 0
J={ 0 -2 0
0O 0 2

Para el caso del autoespaki@) no hay ningun problema y su autovector setéreér
vector de la base.

Para hallar una base del subesp&€i?) tenemos que considerar la cadena de nucleos
de las sucesivas potencias 8e-(\l)

Nuc(A —Al) O Nuc(A —Al)?

En nuestro caso:

1

Nuc(A-Al)=E(-2)=(| -1

1
8 8 0)\x 0 13)(0
Nuc(A-A1)*=< 8 8 O0fy|=|0|=<x+y=0=(|-1]|0
-8 -8 0)\z 0 0)(1



Nuc(A-Al)?

Buscamos un vectar que esté en Nua{Al)?, pero que no esté en NAe{.l)
0

Por ejemplouy =| 0
1

Calculamoss = (A—Al) u

2 3 1YO0 1
En nuestro casw,=| 2 1 -1|0(=|-1
-2 -1 1)1 1

Comentario: El vector LINuc(A —Al)

Para construir la matriz de paso, debemos elegoumtlamente la base de referencia.
Para ello tenemos en cuenta que

(A=A)v=0 — Av =2\v
(A-=A)u=v — Au=v+iu
Si consideramos la baBe= {v, u, w}, en ese orden se tiene que

A 1
AV =)\Lv = 0 Au=v+)u = A
0

o

El vectorw es la base dg(2).

Asi pues,
1 0 1
P=|-10 1
1 1 -1



-2 1 -1
EJEMPLO5 A=|-1 -1 O
0O 1 -3

Polinomio caracteristico

-2-1 1 -1
p(A) =det(A-Al)=def -1 -1-A4 0 |=-F-6,-121-8=—(1+2)
0 -1 -3-1
= Autovalores
L =-=2 (triple)
= Autoespacios
0 1 -1)x 0 0
—-7=
E(-2)={-1 1 0|yl|=|o|t={" -
—X+y:0
0 1 -1)z 0

Expresion diagonal y matriz de pas®, tal quel = P'AP.

En este caso, como la multiplicidad del autovatocoincide con la dimensiéon de su
autoespacio, no habra expresion diagonal, pensassfarma de Jordan.

La matriz de Jordan tendra una Unica caja de Jamlanlos “1” en la diagonal
secundaria (ver pagina 169 del libro de teoria).

-2 1 0
J={ 0 -2 1
0O 0 -2

Para hallar la matriz de pad$d,estudiamos la serie nucleos de las potencia& del(

Nuc(A —Al) O Nucd —rl)? O NucA —l)3

0 1 -1 (-1 01
(A-Al2=l-11 0| =[-101
0 1 -1 -1 0 1



-1 0 1\(x) (0 1) (0
Nuc(A-Al1)*=<|-1 0 1|y|=|0|=4-x+z=0=(|0}||1
-1 0 1\z) (o 1){0
0 1 -1 (-1 0 10 1 -1} (0 0 O
(A-A1)¥*=|-11 0|=/-101|-11 0|={0 0 O
0 1-1 (-101/0 1-1) (000

0 0 0Yx) (0O

Nuc(A-A1)*=4/0 0 O|y|=|0|=FR°
0 0o0Jlz) (o

Nuc(A-\l)?
Nuc(A-Al)?

Vv

Elegimos un vecton que esté en Nusf\l)?, pero que no esté en NBefl)>. Por
ejemplo,

=

o

A partir de este vector calculamos

0 1 -1\Y1) (0
v=(Au=|-11 0|o0|=[-1
0 1 -1)0) (0

0 1 -1Y0) (-1
w=@AAMv=|-11 0|-1|=|-1
0 1 -1)0) (-1



Tal como se han calculado estos vectores se tigne g

A

(A-M)w =0 -  Aw=Aw EO
0

1

(A-Av=w — Av=w+iv E’A
0
0
(A~\Mu=v —> Au=v+iu El
A

Por consiguiente, considerando la bAse{w, v, u}, en efecto, la matriz], del
endomorfismo es la que tiene por columnas los fiseamados de los elementos de la
base.

Asi pues, la matriZ, del cambio de base es la que tiene por colunusaslémentos de
la base.

-1 0 1
P=|-1 -1 0
-1 0 0

-2 0 1
EJEMPLO6 A=/ 0 -1 0
-1 0 O

=  Polinomio caracteristico

-2-1 0 1
p(A) =detA-Al)=del 0 -1-4 0 |=-F-3P-31-1=-(A+1)
-1 -1 0-4

=  Autovalores

A =-1 (triple)

10



= Autoespacios
0

E(-)=</ 0 O

0

= Expresion diagonall, y matriz de pasd®, tal quel = P*AP.

En este caso, como la multiplicidad del autovatocoincide con la dimension de su
autoespacio, no habra expresion diagonal, pemasfarma de Jordan.

La matriz de Jordan tendra dos cajas de Jordaruodil” en la diagonal secundaria
(ver pagina 169 del libro de teoria). Por tantanédriz de Jordan sera:

-1 1 0
J={0 -1 0
0O 0 -1

Para hallar la matriz de paBotal queJ = P"'AP, necesitamos buscar una base respecto
de la cual el endomorfismo tenga la expresion deaigl.

Para ello, primero, hacemos la sucesion de nudedess sucesivas potencias de
(A=A)

Nuc(A —Al) O Nuc(d —rl)? 0 Nuc(d—a)3 0.

En nuestro caso:

0 2 -2)x\ (0O 1\ (0
Nuc(A-A)=E(-D=4/0 1 -1|y|=|0|=(|0]|1
01 -1)\z) \o 1)l0
0 0 0Yx) (O
Nuc(A-A1)*={/0 0 0| y|=|0|=R’
0 00\lz) O

Buscamos un vectar que esté en Nua{Al)?, pero que no esté en NAe{.l)

Por ejemploy =

o O -

Calculamoss = (A-Al) u

11



-1 0 1Yy1 -1
En nuestrocasy,=| 0 O O0|0O|=l0
-1 0 1){0 -1

Comentario: El vector LINuc(A —Al)

Nuc(A-l)?

Ahora debemos buscar un veatoque, junto corv, forme una base de NUcEAl)
Por ejemplo,

0
w=|1
0

Comentario: Vamos a ver en qué orden tenemos ge &s vectores de la base para
obtener la forma de Jordan que deseamos.

Comow y v pertenecen al Nu&(—Al) se tiene que
(A-A)w =0 — Aw =Aw
(A=A)v=0 — Av =Av

Ademas, tal como se ha definidp

(A-=A)u=v — Au=v+iu
Si consideramos la baBe= {v, u, w}, en ese orden se tiene que
A 1 0
AV =)v = 0 Au=v+iu E’/‘ Aw =Aw > 0
0 0 A

12



Resulta, que en este caso, para esta matriz denJdadnatriz de pas®, que tiene por
columnas las coordenadas de los vectores de laebase

La comprobacién de que, en efecta;P AP, la hacemos viendo la igualdad
equivalentd?J = AP. (De esta manera nos ahorramos calcular la ingersea matriz)

13



Archivo  Editar Celda_

DT
_Egﬁcuuﬁ_ﬁi_geh_ﬁ Andlisis  Simplificar  Graficos  Numénico  Ayuda

C@dmex XDa
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s

——>

(%0l)

(%i2)
{%02)

{%13)

{%03)

(%i4)
(%o04)

(%17)
{(%07)

(%18)

(%08)

(%19}

(%509)

/*Ejemplo 1*/
Al:matrix([3,-41,[2,-31);

3 -4
2 -3
eigenvalues (Al) ;
Irr_l.rl]r[]-rl}}
eigenvectors (Al) ;

1
1’1’1’—1,1],[1,1]},[[[1,111.-1'[1,5}'}'}]

load({diag) s
C:/PROGRA~1/MAXTMA~1 .2/ share/maxima/5.31. 2/share/contrib/diag. mac

Jj:jordan(al);
Irr_l.rl]r[]-rl}}

dispJordan(j)};

-

ModeMatrix{al,j);

11
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DEdSX XGE

&

@ >0 l—|@

I

{%il)

(%01}
(%i2)
(%02)

{(%i3)
{%03)

{%i4)
(%04)

{%i5)
{%05)

(%18)
(%08}

{(%19)
{%09)

(%i10)

{%$o10)

(%$i12)

($012)

/*Ejemplo 2*/
AZ2: matrix{[0,2],[-2,41):

charpoly (A2, m) ;
4 (4 —m_.)m

factor{%):
(m-2)

eigenvalues{az);

(21,1211

eigenvectors(a2);

[re23,.6211,0601,171111

load{diag) ;
C:/PROGRA~1/MAXTMA~] .2 /share/maxima/5.31

j:jordan(a2);
rr2,211

dispJordan{j) ;
b g |
o 2
ModeMatrix{AZ,])

_—2 1
-2 0

.2/share/contrib/diag.mac
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- (%i13) /*Ejemplo 3*/
A3: matrix{[1,0,01,[1,0,-11,[1,-1,01);

(%013) (1 0 -1

I (2i14) charpoly (A3, m);
(%014) (1-m}{m?-1)

4 (%115) factor{%);
(3015) —(m-1) {m+1)

s (%i16) eigenvalues(BA3);
(%0186) [[_1r1}{[1(2}}

b (%i17) eigen:vec_:tars_{l’ﬁ}; )
(%c17) [ff-1,17,.0[1,21) . f7(f0,1,177,({[1,0,17,f0,1,-1717111

¥ (3i18) load(diag):
(%018) C:/PROGRA~1/MAXTIMA~1_2/share/maxima/h.31.2/share/contrib/diag.mac

" (si19) 4= jerasn a3y
(%019] [[_1(1}([111(1}]

' (eiz20) dispJordan{j) ;.
-1 00

(%020) (0 1 0

I (8121) ModeMatrix {a3,3);
01 o
(%021) |1 0 1

11 -1

16
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EdSsk XA

e >col— @

(3i22)

(%022)

($i23)
(%023)

($i24)
{%024)

{%$i25)
(%025)

(%i26)
{$026)

(3i27)
(%$027)

{3i28)
{%028)

(%129)

(%029)

($130)

{%030)

/*Ejemplo 4*/
Ad: matrix{[0,3,11,[2,-1,-11,[-2,-1,-11};

0 3 1
2 -1 -1
-2 -1 -1

charpoly(A4,m) ;
—G—mrljz—l)m+2(—m—l)—3{2(—m—l)—2}—2

factor{%):;

~(m-2)M{m+2)°

eigenvalues (h4) ;
[[2,(_2}([1(2}}

eigenvectors (Ad);

rerz,-231,01.217,. i1, 1,-13171,.1f1,-1,171711

load{diag);
C:/PROGRA~1/MAXTMA~1  2/share/maxima/5. 31 _2/share/contrib/diag.mac

j:jordan{ad) ;
[[2{1.}.([_212}.}.

dispJordani{j) r

2 0 Lt
o -2 1
o o -2

ModeMatrix {A4,3);

i -1 1
1 i -1

-1 -1 0
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(%i40)

(%o40)

(%141)
(3041)

(%5142)
(3042)

(%143)
(%043}

(%144)
(5044)

(%1435)
(%043)

(%i486)
(3046)

{(%i47)

(%047)

(%i48)

(%048)

/*Ejemplo 5%/
AS: matrix.'{ [_21 1: _1] I [_1l _1r 0] ’ [O: 11_3] ) r

-2 1 -1
-1 -1 0
L] i -3

charpoly{AS5,m) ;
—mH-m—-3){-m-2)}{-m-1}-2

factor{%)
~{m+2)

eiganvalues{AB);

(r-21,.10311

eigenvectors {A5);

(rfr-21,03171,0ri1,1,11111

load{diag);
€:/PROGRA~1/MAXTIMA~]. 2/share/maxima/5.31.2/share/contrib/diag.mac

j:jordan{a5) ;
[1=2;3]

dispJordani{j);

=2 1 0
o -2 1
] o -2

ModeMatrix{AS5,J):

=F F 1
A3 LD

-1 0 0
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(%i40)

(%o40)

(%141)
(3041)

(%5142)
(3042)

(%143)
(%043}

(%144)
(5044)

(%1435)
(%043)

(%i486)
(3046)

{(%i47)

(%047)

(%i48)

(%048)

/*Ejemplo 5%/
AS: matrix.'{ [_21 1: _1] I [_1l _1r 0] ’ [O: 11_3] ) r

-2 1 -1
-1 -1 0
L] i -3

charpoly{AS5,m) ;
—mH-m—-3){-m-2)}{-m-1}-2

factor{%)
~{m+2)

eiganvalues{AB);

(r-21,.10311

eigenvectors {A5);

(rfr-21,03171,0ri1,1,11111

load{diag);
€:/PROGRA~1/MAXTIMA~]. 2/share/maxima/5.31.2/share/contrib/diag.mac

j:jordan{a5) ;
[1=2;3]

dispJordani{j);

=2 1 0
o -2 1
] o -2

ModeMatrix{AS5,J):

=F F 1
A3 LD

-1 0 0
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¥ (8i49) /*Ejemplo 6%/
A6: matrixi{[-2,0,1]1,[0,-1,01,[-1,0,01):

=2 0 1

(%049} |0 -1 0

" (3150) charpoly(A6,m);
(%030) —{-m-2){-m-1)m-m-1

7 (%#151) factor(%):;
(%051) —(m+1)°

7 (%152) eigenvalues {(R&);
(%032) [[-17],.[3]]

[ (%is3) eigenvectors {AG) ;
(%053) [[[_111[31.}'([r[lrorljrrorl.ro}}}}

' (%i54) load(diag);
(%054) C:/PROGRA~1/MAXTMA~1.2/share/maxima/5.31.2/share/contrib/diag.mac

L (%1353) j:jordan(B6);
(%055) [[-1,2,17]

" (3i56) dispJordan(3j);:

-1 1 0

(%056) |0 -1 ©

[ (8i57) ModeMatrix{(A8,3):

-1.1 0

(%057) |0 0 1

-1 0 0
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