PRODUCTO ESCALAR

Definicion

Una operacion
«:VxV 5 R

se dice que es wroducto escalar, si Ou,v,wOV y OAOR, se verifican las
propiedades:

l.usv=veu

2. (AU)* V=AU V)

3. (U+V)s W=Ue W+Ve W
4.usuz0
5.usu=0<U=0

Un espacio vectorial con producto escalar defisiolore €l se llama ESPACIO
VECTORIAL EUCLIDEO

Comentario: La denominacion de Euclideo se resgava los espacios de dimension
finita, como los que se estudian en este curso.
Comentario: El producto escalar es una forma lalir@métrica.

Ejemplos

1. En el espacio de los segmentos
orientados.

El producto escalar de dos vectores es el
producto de los médulos por el coseno del
angulo que forman.

v

Xey= ‘x” cos(, Y)
(Motivacién: El trabajo que realiza una fuerzaatér un desplazamiento)

2.EnR®

(X1’ %L Xs)' (Yp Yo, Y3) =X Y XY, T XY,

3. En el espacio de las funciones continuas en @hialo [a, b]
b
feg=[f(xg(x)dx

Comentario: Este producto escalar es la gener@dizaatural del ejemplo anterior.



Expresion analitica del producto escalar

Comentario: Por centrar ideas, consideraremospakasvectoriaR®

Consideremos una base del espaBiG,{él,éz,és}, de tal manera que se identifican los
vectores con sus coordenadas
Si

X=X6+X,6 +X6 Y=Y.6*Y,6 tY;6
Por las propiedades de linealidad del productol&sda expresion analitica del
producto escalar es

. 6'e a'e &-e |y,
xey=(x x, x)ee g6 ey,
8 &°6 &°G\Y;
§'q &'6 §°8
La matrizG = E;-E; E;-E; E;-é :(gij)se llamamatriz de Gram
e &% &g

Cometario: La matriz de Gram es simétrica, los elgws de la diagonal son positivos,
y es definida positiva

Usando la notacién matricial

xey=XTGY

Cambio de base

Supongamos un cambio de base con matriz defhdsanodo que
X = PX' Y =PY'
Entonces,
xey=X"GY = X" PTGPY"

y, por tanto,

G'=P'GP




Comentario: Eligiendo adecuadamente la base semogdeguir que la matr@ sea
diagonal.

Comentario: Observar la diferencia que hay conladtamula y la que usabamos en el
cambio de base en un endomorfismo.

Normas, distancias y &nqulos

El producto escalar permite calcular, normas, deés y angulos
[ =xx
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Definicion

Se dice que dos vectores swtogonales si su producto escalar es nulo
xOy = xoy

Bases ortonormales

Definicién

——

Una baseB = él,éz,és} se dice que extonormal si
{Elogl:éo :é\;oé:l
€*6=6°6=6°6=0

(INCH

Comentario: Respecto de una base ortonormal lazmiGram es la Identidad

§'e &' g-&) (100
C=|%2'8 &% &°61510 10
e+q e+e e-g) (001

Si B :{él,éz,és} es una basartonormal, cualquier vector

X= X8+ X8 + X6,



Las coordenadas de se obtienen multiplicandolo escalarmente por lesientos de la
base

s
Xe g =XEe8 =X = a2
&g
L T
Xe € = X80 =% =22
&e e
L T
X* 6 = X606 = X =
e-6



