ESTUDIO METRICO DE LAS CONICAS

Ecuacion de una conica

ay,X° +2a,Xy + a,,y” + 28, X + 28,y + 8, = 0

S S

8o B 81
@ x y)a, a, a,|x|=0
8 A Ap Y

XTAX =0
Ejemplo:

x> —6xy—7y* +10x+2y+9=0

ol g e

9 5 1)1
1 x yJ5 1 -3|x|=0
1 -3 -7)\y

La matriz de la conica es la matriz simétrica

9 5 1
A=l5 1 -3
1 -3 -7

Invariantes de la conica

Son cantidades que no varian, aunque se cambistei®a de referencia métrico

det(A) (determinante de la matriz)
A,, (determinante de la matriz de la parte cuadratica)
a, +a,, (traza de la matriz de la parte cuadratica)

|3
|2
l,



Ejemplo: En la cénica del ejemplo anterior los nmates son:

9 5 1
|, =det(d) =det5 1 -3|=0
1 -3 -7
|, =A, =del | 3116
20T -3 7))

l,=a,+a,=1-7=-6
Los invariantes nos permiten clasificar las conicabtener las ecuaciones reducidas.

Cambio de sistema de referencia métrico

Comentario: Un sistema de referencia en el plaro @flano de puntos) esta formado
por un punto y una base de vectores.

R={O,é1,é2}

Se dice que un sistema de referencimésicosi las baseB = {el,GZ} es una base
ortonormal orientada positivamente.

Cuando se hace un cambio de referencia métricopaslenadas de un punto cambian,
pero se conservan las medidas de distancias ya@mgnlambas coorenadas.

Un cambio de referencia métrico consiste en un

giro (transformacion ortonormal que conserva
la orientacién)

R il

y, luego, una traslacion.

) S

e’s

Mediante un giro, se puede diagonalizar la parte
cuadraticafyo) con una matriz de paso ortonormal orientada ipasitente. De este
modo se eliminan el término cruzadg,

Mediante una translacion, se pueden eliminar losité®s lineales.

(Ver el ejemplo 6.31 de la pagina 383 del librdetwia).
(Ver el problema 6.31 resuelto usando MAXIMA)



Comentario: Una vez que se tiene la conica enrsoafoeducida es facil clasificarla y
estudiar sus elementos métricos, como distanca, feemiejes, excentricidad, ...

Ejemplo:

Dada la conica

9 5 1)1
1 x yJ5 1 -3|x|=0
1 -3 -7)\y

1°. Se diagonaliza la parte cuadratica mediangironAsi se elimina el término
cruzadoxy.

L. 1 -3
Parte cuadratica:
-3 -7

Polinomio caracteristicop(m) = m* +6m—- 16

Los autovalores son las raices del polinomio carestico.m= -8 ym= 2

Los correspondientes autoespacios son

E(-9 :{@ tal que(ljs _;f—fs}@ :@} ~ ey =0 E<@ >=<Z>
co-{fJwadS 2033

Giro: Las columnas de la matriz del giro son lo®agctores normalizados con
orientacion positiva. Es una matriz de paso ortomborientada positivamente.

1 =3
e=[® 3]
J10 Y10

Para obtener las ecuaciones de la cénica en ebrmisema de referencia se hace
mediante el cambio de coordenadas

G 2L
y) (& Y

De este modo la ecuacién de la conica



(x, y)(_lg jj(’;j +2(5 1)( ;j +9=0

Referida al nuevo sistema de referencia, despubaa el cambio, es
1 3 1 -3 1 =3 e 1 =3 X'
a6 w73 T s Y 76 T \Y

o3 oL

16 28
-8X? 2y +— X' '+9=0
y /10 A1 Oy

2) Ahora se intentan eliminar los términos lineatesdiante una translacion

) = B

Sustituyendo en la ecuacion de la coénica:

" " 16 , ., 28 /.,
-8(x"+t,)° +2(y +t2)2+E(X +t1)_E(y +,)+9=0

Si se desarrollan los cuadrados, se agrupan tésrgiee identifican los coeficientes
lineales a cero resulta que:

16x"t+16x—0 t—ﬁ
" el
4y'"t,— ﬁy =0 t—ﬁ

Comentario: Esto también se puede plantear completauradrados asi

16
y+9=0
\/_ \/_

e e Al

Haciendo el cambio de coordenadas

—-8x*+2y% +




M) -
y) &) Wy y-7%=x"

Sustituyendo en la ecuacion de la conica

—B[X”Z—ij + 2(x"—4—9j +9=0
10 10

—-8x'"?+2y'?=0
Simplificando
—4x"?+y'"? =0

Comentario: Factorizando la expresion anteriorltegjue se trata de dos rectas que se
cortan

(y"+2x")(y"-2x") =0



Clasificacion de las conicas utilizando invariantes

UJ

Se

Conicas Conicas
REGULARES DEGENERADAS
det®) #0 det(d) = 0
Real
Aoo>0 | sig(A) #sigui+ay) | Un par de rectas imaginaria
Aco# 0 ELIPSE Imaginaria con un punto real comudn
Conicas con centro Sig(A) = siglayr + ayy)
Aw<0 Un par de rectas reales que
HIPERBOLA cortan en un punto
A1 +A2»>0
Par de rectas imaginarias si
interseccion real
Ay =0 PARABOLA A +Axn<0
Par de rectas paralelas
A1 +A»=0
Par de rectas coincidentes

(Ver el cuadro que esta en la pagina 286 del lilerteoria)

Ecuaciones reducidas de las conicas usando invarians

A) Conicas con centroAgg# 0

CASO REGULAR de#) #0

La ecuacion reducida es de la forma

k0'|'k1X2+k2y2:O

Ko

0
A=|0 0
0 k

o .~ O

2

Identificando los invariantes de la matriz de laica con los de la forma reducida

det(A) = kkK,

De este modo, resulta que

Ay = kik,
_ det(d)
. Ao

ki y ko son las raices de polinomio

m’ —(a,;*+a,)m+A,=0

a11+a22:k1+k2



Comentario: Este es el polinomio caracteristicdadgarte cuadratica. Los valorksy
k. son los autovalores.

Comentario: En una ecuacion de segundo grador Sm+P =0el coeficiente de
primer grado es el opuesto de la suma de la lass;ay el termino independiente es el
producto de las raices.

Comentario: Las direcciones de los ejes de lascaérion centro son las direcciones de
los autovectores de la parte cuadra#ga,

Comentario: Las coordenadas del centro de una&@oit centro son

C :(h,hJ
Ao Ao

Recordar que los adjuntos que aparecen en la farmul

Am:_de(z.;l lej Am:de(:l :ilj Am:de(au auj
2 2 2 2

i) CuandoAgp > 0 la conica es una elipse. Distinguimos dosgaso

a) Sig@) # sig(ai1 + azp). Se trata de una elipse real

-4
Ejemplo x*+y*= 4—

O »r O
O O

0
0
a) sig@) = siglu + axy). Se trata de una elipse imaginaria

Ejemplo x*+y*=-4—

o O A~
o +—r O
= O O

i) CuandoAgo < 0 la conica es una hipérbola.

-1 0 O
Ejemplo x¥*-y*=1—-|0 1 0
0O 0 -1



Ejemplo: (Ejemplo 6.33. Pagina 286 del libro detagx

La conica
5X*—3xy+ Yy’ -3x+2y-5=0 — 10x*-6xy+2y*-6x+4y-10=0

-10 -3 21
1 x y) -3 10 -3|x|=0
2 -3 2 )y
Los invariantes de esta conica son
-10 -3 2
|, =det(A) =det -3 10 -3|=-132
2 -3 2

10 -3
I2:Ab0=de( 2]:11

l,=a,+a,,=10+2=12

Se trata de una conica regular con centro deldiépla elipse. Se trata de una elipse real.

La ecuacion reducida es

_det(d) _ -132 _

§ Ay 11

-12

ki y ko son las raices de polinomio
M’ = (&, + a,)m+ A, =0

m? -12m+11=0

Las dos raicessom=11 y m=1

La ecuacion reducida de la elipse es

1132 +y®-12=0



El centro de la elipse es

-3 -3 -3 10

—de(2 2] de(2 _3]

C:(i,ij: , :(O, _1)
Av Ay 11 11

A partir de la ecuacion reducida se pueden caldolrparametros métricos de la
conica. Por ejemlo, escribiendo la ecuacién reducamno

2 2
X ' 4
2

Ve (vaf

resulta ver que el valor de los semiejes aGn\/% yb= J12

CASO DEGENERADO, def) =0

La ecuacion reducida es de la forma
kX +k,y* =0

0
0

k

N

Identificando los invariantes de la matriz de laicé con los de la forma reducida

A)Ozklkz a11+a22:k1+k2
ki y ko son las raices de polinomio

2 —
m® = (a,; +a,)m+ A, =0
Ahora distinguimos dos casos
1) Si k; y ko tienen el mismo signo, entonces estamos en el dasdos rectas
imaginarias con un punto real en comun. Un casertggdo de la elipse.

Ejemplox®+y? = 0

1) Si k; y ko tienen el signo diferente, entonces estamos easal de dos rectas que se
cortan en un punto real en comun. Es un caso desgmde la hipérbola.



Ejemplox?-y2= 0 — (x+y)(x-y)=0

Ejemplo: Dada la conica

9 5 1)1
Lxy)5 1 -3|x|=0
1 -3 -7)\y

Los invariantes son:

9 5 1

|, =det(d) =det5 1 -3|=0
1 -3 -7

I, =A, =del | 3116

20T -3 7))

I, =&, ta, =1-7=-6

Se trata de una cénica con centro del tipo depérbola, degenerada. Es decir, se trata
de un par de rectas que se cortan

La ecuacion reducida es
0
0

k

N

Identificando los invariantes de la matriz de laicé con los de la forma reducida
Ay = kik, =-16 a,+a,=k+tk,=-6
ki y ko son las raices de polinomio
m’ - (2, +a,,))m+ A, =0

m? +6m-16=0

Por tanto,
k]_ =-8 ykz =2

La forma reducida es8x* +2y*= 0

10



5 -3 5 1
- de(1 _ 7] de{1 _3}
El centro de la cénica e€ = (i &j = =(-21)

Ay Ay -16 " -16

Comentario: Para hallar el sistema de referencila deuacion reducida de la conica, se
puede elegir como O’ el centro y como base losvaatores normalizados.

B) Conicas del tipo de la paraboladgo=0

CASO REGULAR de#) #0

La ecuacion reducida es de la forma

K,y* +2kx =0
0 k O
A=|k 0 0
0 0 Kk

Identificando los invariantes de la matriz de laicé con los de la forma reducida

det(A) = —k,’k, A,=0 a ta, =k,
Resulta que
» _ —det(A) _
k1 _—a11+a22 kz_au"'azz

Ejemplo: (Ejemplo 6.34. Pagina 287 del Libro dei@o

La conica

X2 +2Xy+ Y +X-2y+1=0 — 2X°+4xy+2y*+2x-4y+2=0

2 1 -2Y1
L x yl1 2 2|x|[=0
-2 2 2 )y

Tiene estos invariantes:

2 1 -2
detd) =det 1 2 2 |=-18
-2 2 2

11



2 2
Abo—de(z 2)—0

a,ta,=2+2=4
Se trata de una parabola regular

La ecuacion reducida es de la forma

k,y* +2kx=0
0 k O
A=k 0 O
0 0 Kk,
Resulta que
—det(A) 18 9
&ZZA:ZZE k22811+a22:4

La ecuacion reducida edy? +3v2x =0

CASO DEGENERADO def) =0

La ecuacion reducida es de la forma

k+ky? =0
k 0 O
A=/0 0 0
0 0 Kk,

Identificando los invariantes de la matriz de laica con los de la forma reducida
det(A) =0 Ap=0 a, +a,, =k,

Para calcular el térmirky, hay que hacerlo directamente y resulta

+
k1=—21+::2 &yt 8y, =k,
1 2

12



Podemos distinguir dos casos:
) Si A +A,#0

i) Si A, +A, Zkk, >0, entonces; y k, tienen el mismo signo y la cénica esta
formada por un par de rectas imaginarias sin iateién real

io) Si A+ A, Zkk, <0, entonce; y k; tienen distinto signo y la conica esta
formada por un par de rectas paralelas.
i) Si A,+ A, =0, laconica se reduce a un par de rectas coin@sent

Ejemplo:
La cénica
4 -3 31
2x2 —4xy+2y? —6x+6y+4=0 — (1 x y)-3 2 -2|x|=0
3 -2 2y

Los invariantes son:

4 -3 3
det(A) =det-3 2 -2(=0
3 -2 2
2 -2
=de =0
A=aef %, 7]

8+, =2+2=4

A,+A,=de 4 3+de 4 -3 =-1-1=-2<0
R N N -3 2] -

Se trata de una parébola degenerada. Es un pectds paralelas.
k +ky? =0

k 0 0
A=|0 0 O
0 0 k,

=T L T T 75 a;ta, =k, =4

La ecuacion reducida ey’ :% — y :é

13



