Factorizacion LU para matrices cuadradas
©Angel de la Llave

(Ver pagina 44 del libro de texto)

Para no complicar las notaciones y centrarnossinléas del procedimiento
supondremos matrices 3x3.

» Objetivo de la factorizacion LU

Dada una matriz cuadrad®, el objetivo de la factorizacion LU es descomptaneomo
producto de dos matrices: Una matriz triangulagriof normalizada (con unos en la

diagonal) L (lower), y otra matriz triangular superidy, (upper).Asi

A=LI[U

ail a12 a13 1 0 0 u11 u12 ul3
a'21 a'22 a23 = I21 1 0 0 u22 u23

a31 a32 a’33 |31 |32 1 0 0 u33

» Utilidad

La factorizacién LU proporciona un algoritmo pagaalver sistemas de ecuaciones
lineales. Veamos como.

Dado un sistema de ecuaciones lineabes b, una vez realizada la factorizacion
A=LI[U, se resuelve en dos pasos,

1°. Se resuelve el sistema triangulgr=b.
2°. Una vez hallada la solucigrdel paso anterior, se resuelve el sistémay.
Este vectok, asi obtenido, es la solucion del sistema plaoteaiginalmente.

En efecto, la solucior asi hallada siguiendo los dos pasos indicadas ssluicion del
sistema original. Veamos

Ax=b > (LUx=b > LUX)=b
Si Ux =y, resulta queLy = b es el sistema original.
Comentario:
Este procedimiento es util cuando hay que resowerhos sistema&x = b cuando los
coeficientesA son los mismos, pero vatia

Esta factorizacion es til para calcular determiesnYa que

det(A) = det(LU) = det(L)- det{) = det()



» ;Como se hace la factorizacion?
1° paso.Se construye la matrlz

Dada la matriA se hacen transformaciones elementales de filaoffaéte Gauss) para
reducirla a forma escalonada y obtener asi la m@iaingular superiod.

Para comprender mejor como funciona el métodoniasaun inciso para recordar
algunas ideas basicas sobre los concepttadsformacion elemental de filgssu
relacion con lasnatrices elementales

Lastransformaciones elementales de fis@ms de la forma, can> j,
F+L F— F
Es importante tener en consideracion que realzatansformacion elemental de filas
a una matriz, equivale a pre-multiplicarla por umatriz elementak.
Esta matriz elementdk, es la que se obtiene realizando la transformaslgmental de

filas en cuestion a la matriz identidad,

Por ejemplo, la matriz elemental que se correspanddransformacion de filas

F,+3F1— F;
es el resultado de aplicar esa transformacion eleha la matriz identidad
100 100
=0 1 0| = |3 1 0|=E
F,+3F, - F,
001 001

Es decir, que aplicar a la matAda transformacionH, + 3F; — F,] para obteneA’
es equivalente a pre-multiplicar la mat#iporE.
A" =E-A
Si la matrizA es de dimension 3x3, son necesarias tres trarsfines elementales de
fila para reducirla a una matriz triangular supeliousando el método de Gauss. Asi
resulta que
U=EsExE-A

Resumiendo. Para calculdr se aplica el método de Gauss para reducir lazvata
forma escalonada mediante operaciones elementaldas

2° paso.Se construye la matrlz

En la igualdad anterior, despejamiiaresulta que
A=EE “Es U

Si llamamod. = E; -E, -E5 Y, se tiene qué = L-U.

Dada la construccion, resulta que la matriasi obtenida es una matriz triangular
inferior normalizada (con unos en la diagonal ppal}, que es la que buscamos. Por no



complicar la exposicién, no entramos aqui en detale por qué la matrlz tiene, en
efecto, la forma deseada. Basta pensar en quepkErmaiones elementales de filas
aplicadas a la matriz identidad no alteran los eldns de la diagonal.

En la practica, lo que nos indica la férmula aotegis que para construir la mattihay
que aplicar a la matriz identidad las transformaciones inversas que llevaro/A deJ
aplicadas en el orden inverso.

Para llevar a cabo este proceso, hay que tenanaiacque la transformaciéon de filas
inversa deffi + L F; — F] es [Fi—A F; — Fi].Es decir

[Fi+AF — Fl"=[Fi-AF — F]
Esto hace muy sencillo hallar las inversas de lafices elementales. Volviendo al

ejemplo anterior,H, + 3F, — F,] ™ = [F, — 3F1 — F,] y su equivalente en términos
de matrices elementales es

1 00 1 00
310 =(-310
0 01 0 01
» Ejemplo 1
2 2 2
Factorizar de forma LU lamatria=4 7 7
6 18 22
Respuesta
1° paso.Se construye la matrlz
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
A=|4 7 7| = |0 3 3| = |0 3 3| = |0 3 3|=U
F,-2F - F, F3-3F - F3 F3-4F, - F,
6 18 22 6 18 22 0 12 16 0 0 4

Observamos que las trasformaciones de filas quehertiizado se corresponden con
pre-productos por sus correspondientes matriceseglales. Aunque esto no es
necesario hacerlo, los exponemos aqui para ilustreglacion entre transformaciones
de filas y matrices elementales

1 0O
[Fo—-2F1—>F)]<—E=-210
0 01



1 0O
[F3—3Fi—>F3 <~ E,=| 0 1 0
-3 01
1 0 O
[F3—4F2—>F3]<—> E3: 0 1 0
0 -4 1

Asi pues, el método de Gauss aplicado para reuamatrizA a forma escalonada es
escrito en forma de producto de matrices elementale

U=Es3ExE-A

Invitamos a comprobarlo

2° paso.Se construye la matrlz

Para obtener la matriz se aplican a la matrldas inversas de las transformaciones que
llevaron la matriA a la matriz2J, aplicadas en orden inverso. Es decir,

L=E “E; “Est

Para hacer esto usaremos en siguiente esquemiide ca

Trnsformacion 100
Matriz Transformacion inversa . =0 1 O
(que se aplica a la matriz
anterior) 0 01
1 00
= Fs— 4F; — F3 Fs+ 4F, > F3 010
0 41
1 00
ENEsT F3— 3F1 — F3 Fs+ 3F; — F3 010
3 41
1 00
L=E“E;“Est Fom F1 > Fy Fot+ 2F1 — F 2 1 0|=L
3 41

De modo que



2 2 2 1 0 0)(2 2 2
A=l4 7 7 |=LU=2 1 o]0 3 3
6 18 22 34 1)(0 0 4
» Ejemplo 2
(Ejercicio 1.44 de libro de problemas. Pagina 44)
2 -2 4
Calculese la factorizacién LU de la mati&z=|1 -3 1| y resolver el sistema de
3 7 5
0
ecuaciones linealed = | -5].
7

Respuesta

Factorizacion LU
Paso 1°Construccion de la matriz

Se reduce la matri& a forma escalonada mediante la aplicacion deftianaciones de
filas elementales (método de Gauss).

2 -2 4 2 -2 4 2 -2 4 2 -2 4
A=|1 -3 1 = o -2 -1 = |0 -2 -1 = |0 -2 -1|=U
F-tF - F, PSR F Fs#5F, - Fy
3 7 5)°2 3 7 5 2 0 10 -1 0O 0 -6

Paso 2°Construccion de la matrlz

Para obtener la matriz= E;*-E,-E5 * usaremos en siguiente esquema de célculo



Transformacion 1 00
Matriz Transformacion Inversa _ =0 1 O
(que se aplica a la matriz
anterior) 0 01
1 0 O
Bt F3+ 5F, — F3 F3—5F, — F3 0 1 0
0 -5 1
1 0 O
Ez_l' E3_1 Fs— (3/2):1 — F3 Fs+ (3/2):1 — F3 0O 1 O
3
— =51
2
1 0
1
L=E B, YEs?t | Fom (U2F1— Fo | Fot (U2F. > Fs > 1 0|=L
§ -5 1
2
De modo que
2 -2 4 1 0 0|(2 -2 4
A=l1 -3 1:L-U:% 1 Oo|jo -2 -1
3 7 5 3 0 0 -6
— -5 1
2
Solucién del sistema
1° Paso Se resuelve el sisterhg =b
1 0 0y, 0
1
5 1 0y, |= —75
35 g\
2

Como es un sistema triangular, se resuelve desfemcascada, resultando

Y1
Y, | =
Y3

0
-5

-18




2° Paso Se resuelve el sisterix =y

2 -2 4 X 0
0 -2 -1|0x,|=| -5
0 0 -6) X -18

Como es un sistema triangular, se resuelve degfmejan cascada, resultando la
solucion buscada del sistema original

X, -5
X, |=] 1
Xq 3



» Utilizacion de MAXIMA

Q wiil.llaxima 13.04.2 [ Factonzacoon LU wnan™ |
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/* FACTORIZACION LU */
/* Un ejemplo *ﬂ

M:matrix{[2,2,2],0[4,7,7]1,1[6,18,22])
/* 8e introduce la matriz M */;

2 2 2
£ T 7
& 18 22

lu factor (M}
/* La funcidén "lu factor™ , devuelve una lista
con la factorizacidn en forma empaquetada */;

2 2 2

fl2 3 3{,f1,2,3] ,generalring]

X T G

get lu factors(%)
/* Cuando se aplique sobre esta lista "get lu factors"™
5e devuelve una lista [P,L,U] de modo que M=PLU*/;

10 0 (100|222
fle 1 o|,l2 1 0|,|l0 3 3]

'3 'S

0 6 1 4 1 0 0 4

/* Otro ejemplo */
Armatrix{[2,-2,41,[1,-3,11,[3,7,51);

2 -2 4
i -3 1
a T 85



7 ($i5) lu factor(B);

2 =2 4
n 2 1
(305) [|l2 = |,[1,2.,3],generalring]
3
—: =5 .-g
2

- {%1i6) gat_lu_factorsf%);

1 0 0
1[:||::1 2 -2 4
L T 1)
{306} [|0 1 0|,|2 A0 -2 -1|]
0 0 1| |3 0 0O -6
=p B A
2

Comentario: Las operaciones con matrices y sistéimesles de MAXIMA estan
incluidas en el paquete near al gebr a. Si no se ha cargado por defecto hay que
hacerlo con la instruccién

| oad( i nearal gebra)$

La factorizacién LU, en realidad e8,= PLU, en dosnde P es la matriz de una
permutacion, que es necesario hacer en las filasque los pivotes sean distintos de
cero



