Soluciones PEA 3 diciembre 2020

Dado el endomorfismo de R3, f(zy, &2.x3) = (y1.72.¥3), definido me-

diante las ecuaciones:
N=o+T2+T3 W=T+T2— T3 Y=

Calcular una base del niicleo y una base de la imagen.

Comentario:

La funcién f: R* — R® tiene la siguiente expresion escrita en notaciétrioial

Y1
Yo | =
Y3
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o R Bk
|
A

= Ndcleo def

Recordando la definicion del Nucleo de

% % 0
Nuc(f) = {| x, |OR® talquef|x, |=|0
Xg X 0

Las ecuaciones implicitas del Nucleofden:

X1+X2+X3:O
X1+X2_X3=O
X =0

Buscamos la solucion general del sistema. Pardoetexiucimos a forma escalonada
por el método de reduccion de Gauss
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X1+X2+X3:O
- X =0

La solucién general dependera de un parametreejBmplo, s, = A resulta



X\ =4 — X, |=A 1

X =0 Xq 0
Asi pues,
-1
Nuc)=(| 1
0

= Imagen dd
El subespacio Inf) est4 generado por los vectores transformadossdelémentos de la
base del espacio original
Im(f) = <f(ey), f(e2), f(e3)>

Es decir, Imf) est4 generado por los vectores columna de laz@asinciada a la
aplicacion. Asi pues,

1) (1) ( 1
mM=(|1]1}|-1
0/lo)| 1

Si reducimos el sistema de vectores de generada@@dorma escalonada, resulta

0 1 1 0 1 1 0
O/l={0 0 O0|=|0 -2 1
1 -11 0 -2 1 0O 0 O

Con los cual, un sistema de generadores linealnetépendiente de Irf)(es

1\( 0
Imf)=(|1]|-2|
o)l 1

Comentario: Aunque no lo piden en el enunciadcepticio, la forma imnplicita del
subespacio Inf{ , se obtiene eliminando parametros

1 1 0) (1 1 o0) (1 1 0
0 -2 1|=|0 -2 1[=|0 -2 1
X% %) \0 %=X X)) (0 0 X-%-2X



Por consiguiente, las ecuaciones implicitas dé) lsof
X1 —Xo — 2@ =0

Comentario: La eliminacion de parametros en laa@ones de Imf] se podria haber
hecho de una manera facil usando el método desiéti.

Para eliminar los parametros en las ecuaciones

X =4
X, =A-2u
X, = U

Basta sustituir en la segunda ecuacion los vatte@sy i, de manera que resulta
X2 = X1 — 23
Comentario: Se cumple la igualdad de las dimensione

dim(Nucf)) +dim(Im(f)) = dim(Espacio inicial)
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E EJERCICIO 1

7 {(%111) solve ([x14+x24+x3=0, =x14+x2-x3=0, =3=01, [=1l,x2,=%3]1);
solwve: dependent equations eliminated: (1)}
(%011) [ [x1=%8r3,x2=—-%r3,x3=0]]

7 ($12) Asmatriz([i,1,1],11,;0,-1]1,0[0,0,.1]1});

I 31 .1
(%02} (1 1 -1

g o 1

7 (%13} B:transpose (B};
1 1 @

{$23) (2 1 ©

i {(%1i4) triangularize(B):;
1 1 @

(204) |0 -2 1

7 (%113) eliminate{[xl=m, zZ2=m-2*n, x3=n], [m,n]):
(%c013) [2 x34+x2-x1]




SiB'={1,z—1,(z—1)% -3} y B = {1, 2,22, 2%} son bases del espacio
vectorial de polinomios en una variable de grado menor que cuatro, calcular la matriz de
cambio de la base, de la base B’ a la base B.

Un mismo vectok tiene dos expresiones de coordenadas diferergpsat® a dos
bases. La relacion que hay entre ambas expresienesordenadas se piuede ver en

este esquema

Prs
Pa1

Pa1

Pas

En dondeP =

P
P22
P32
Psz

Pis
P23
Pss
Pas

X
X
X ="
X3
%y
X=PX
X,
X
X'=|"7?
X3
X,
Pua
p : .
** | es lamatriz de paspque tiene por columnas las
Ps4
Pas

coordenadas de los elementos de la nuevaBiasferidos a la bade:

Por consiguiente, las ecuaciones del cambio dedeBaB es

X =PX

(Ver pagina 132 del Libro de Teoria)

Asi pues,




X, 1 -1 1 0)YX,
| |0 1 -2 0]X,
x| |0 0 1 0]Xx,
X, 0 0 0 -1)X,

Comentario: Aunque no se pide en el enunciadojdedieio, las ecuaciones del cambio
de base d8 aB” son

X =P'X
X;) (111 0Yx
X, |01 2 0|x
X, [0 01 0|x
X, 0 0 0 -1)\x,

EL EJERCICIO 2

(%i17) P:matrix([1,-1,1,01,100,2,-2,01,[0,0,1,01,10,0,0,-11};
1 -1 1 ]

{(%o17)

' (%i18) DA~ (1) ;

{(%o018)

R s



Si f es un endomorfismo de E y & € E verifica f(Z) = 5% comprobar si

el conjunto
{z € E: f(z) =51}

es un subespacio vectorial de F.

Para comprobar que el conjunto
L={x0E: f(x) =5x
es un subespacio vectorial de E hay que demostear q

Si xxOL y x 0L, entoncesax, + Bx. 0L, para cualquier par de escalaes R y
BOR

(Ver pagina 66 del Libro de Teoria)

En efecto,
f (0';(1 + ,8;(2) =aof (;(1)+ i (;(2) = 0’5;(1 + ,85;(2 = 5(0';(1 + ,8;(2)
Con lo cual

0';(1'*',3;(2 L



Ejercicio 4| Sea f: R?2 — R3 una aplicacién lineal tal que f(1,1) = (0,0,1) ¥
f(2,0) = (4, 8,4). Se pide calcular, si es posible,

£(0.1).

Una aplicacion lineal esta perfectamente defintd@ando se conocen los transformados
de los elementos de una base del espacio ini@altaAto, si es posible calculi#®,1)

ya que {(1, 1), (2,0)} forman una base.

Tenemos que expresar el vector (0, 1) como comidndiceal de {(1, 1), (2,0)}

0, 1) =a(1, 1) +B(2, 0)

Esta expresion es un sistema de dos ecuacionasancognitas

O=a+2p3 a=1
{1=a ~ o B=-3

Asi pues,

f(0,1) =f((1,1)-%(2,0) =#(1,1)-%(2,0)=(0,0,1) - (4, 8, 4)
En definitiva,

f(0, 1) = (-2, -4, -1)



Estudiar si es lineal, la siguiente aplicacién f = goh siendo g: R* — R?
definida por

g{I,y,Z,tJ = (I—Z,? _y)
y h: R? 5 R* definida por

h(:r1 y} = [ZI: 3?1’ = 2$I - D}

El esquema de esta composicidén de aplicacionest&s e

f =goh
h g
RZ - R* - R
X = h(x) —  g(h(x)

Comentario: La funciég NO es lineal. La funciéh NO es lineal. Sin embargo, puede
gue su composicion si o no lo sea.

Aplicando la definicibn de composicién de funcianes
2X
Gle o)) Hema )
y y y x-y | (2-@y-2)) (4-3y
0
Asi resulta que la funciénNO es una funcién lineal.

Comentario: Las ecuacionesfd& son expresiones homogéneas de primer grado.
El cero del espacio inicial no se transforma ereetor cero del espacio final.

f(0, 0) = g(h(0, 0))=g(0, -2, 0, 0) = (O, 4)

' EJERCICIO 5

($15) Gix, ¥rZ:b) i=lx—2:2-¥1 -
(%05) G{xr_?.rz.rt}:zfx_zrz_.?}

(%$i6) H(a,b):=[2*a,3*b-2,a-b,01;
(%06) H{a,b):=[2a,3b-2,a-b,0]

($19) G(2%x,3*y—2,x%-y,0);
(309) [y+x,4-3y]



