TEMA 3. Aplicaciones lineales y matrices

Definicion de aplicacion lineal entre espacios vectoriales

f
A
X > Y=/x)

La funcién f* se dice que es un aplicacion lineal si verifica que:

l)f(Xl + X2) =f(X1) +f(X2)
2) %) = M(x)

Ejemplo: La aplicacion que a un polinomio de grado menor o igual que 7 le asocia un
polinomio de grado menor o igual que n —1 que es su derivada

Expresion analitica de una aplicacion lineal

Una vez establecidas bases en los espacios vectoriales, cada vector se identifica con sus
coordenadas respecto a dicha base. La expresion que relaciona las coordenadas del
vector imagen en funcion de las coordenadas del vector origen es

Y=4X

donde A4 es una matriz.

Ejemplo:
Si B ={e1, e2} es una base V, de modo que x = x1 e; +x2 €2

resulta que el vector x de ¥ se asocia con el vector de R?

Si U ={ui, uz, us} es una base de W de modo que y = y1 u1 +y2 uz + y3u3

resulta que el vector y de W se asocia con el vector de R?

Y
Y=y,
Y3
Ejemplo: Si f: R? »R3
S
R - R
N
X
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= X,
X2 V3



La expresion analitica de la funcion lineal fes
a4y Yy =an X, T apx,

B2 i

X X

»i=f X « Yo |=| 8y Ay « Vo =y X +ayx,
2

Vs Vs ds;;  dj V3 = ayX +asx,
Las columnas de la matriz 4 son los transformados de los elementos de la base de V'

En efecto, si llamamos C; y C a las columnas de la matriz 4.
ay, ap

1 0
C =|ay =f(0]’ C,=lay, :f(lj

a; as

Subespacios importantes relacionados con una aplicacion lineal

% Imagende (f) c W

Im (f)={y e Wtal que y =f(x) para algiin x €V}

Im() es el subespacio del espacio final que esta generado por los transformados de una
base del espacio original

Im (f) = <fle1), flez), .....flen)>
Analiticamente, una vez establecidas las bases de referencia en los espacios original y
final, Im(f) es el subespacio generado por los vectores columna de la matriz asociada a

la aplicacion f.

En el ejemplo que estamos desarrollando

ay || Gz
Im(f) = <C1:C2> =08 |G | )< R
ay )\ 93

Im(f) es un subespacio de R* descrito en forma paraméttrica.
La dimension de Im(f) es igual al rango de la matriz 4.

dim(Im( f )) =ran(4)
% Nucleo(H =V

Nuc(f) = {x e Vtal que fix) =0}



Analiticamente, el Nuc(f) son las soluciones del sistema de ecuaciones lineales
homogéneo

Ax=0
En el ejemplo que estamos desarrollando

. a,x, +a,x, =0
N = (le e R’ talque ya,x; +ayx, =0 }
2
ay X, +azx, =0

Nuc(f) es un subespacio de R? descrito en forma implicita.
La dimension de Nuc(f) es igual al nimero de incognitas menos el rango de la matriz 4.

dim (Nuc(f)) = n — ran(A4)

[n es la dimension de espacio original V, es decir, n es el nimero de incognitas del
sistema que define el ntcleo]

Relacion entre las dimensiones de Im(f) y Nuc(f):

dim (Im(f)) + dim (Nuc(f)) = dim (¥(Inicial))

Composicion de aplicaciones lineales

/ g
V—>W—>U

x b X - g(f(x)

Fijadas unas bases de referencia en los espacios vectoriales, cada aplicacion lineal se
corresponde con una matriz. sif«> A4 y g« B, entonces gof <> B4,

gof (X) = g(AX)=B(AX) = (B-A) X

En resumen, la matriz de la composicion de funciones es el producto de las matrices.



Formulas del cambio de base

Supongamos un espacio vectorial ¥ (por ejemplo, de dimension 3). En este espacio
vectorial consideremos dos bases diferentes:

B={el, e e3} B ={e’1,e, e"3}

Un mismo vector x e V tendra asociados dos vectores de coordenadas de R?, segtin la
base que consideremos

X =x1e; +xex+xes=x1e1+x2e>+x3e’3

La relacion que hay entre ambas expresiones de coordenadas es X = PX~

X
X=|x
B x
B’ x'l
X'=|x,
Pu P P
Endonde P=| p,, p,, p,; | eslamatrizde paso, que tiene por columnas las
Py Py P

coordenadas de los elementos de la nueva base B’ referidos a la base B.

P
e’1 =puer +prex+piies - p,,
B

D

P
e’2=pne +pne+pnes - p,,
B

Ps

P13
e’3 = pizer + prex + p3zes o p.,
B

P33




Veamos las operaciones en detalle
X=x1e;1 +txe+xe3=x"1e1+x2e2+x3e3=
=x"1 (pr1e1 + p21e2 + p31es) +x 2 (pr2e1 + pze2 + paoes) + x5 (pizer + pazex + pszes) =

= (x"1p11 T x2p12 t x3p13)er + (x1p21 + x2p22 + x3p23)er + (x1p31 +x op32 + x3p3z)es
Identificando las coordenadas respecto de la base B

x1=x"1p1n +x2p12+x3p13

X2 =Xx"1p21 + X 2p22 + x3p23

X3 =Xx"1p31+x2p32 + x3p33

Escrito en notacidn matricial

X1 P11 P12 P13\ [*1

X2 | =|P21 D22 P23||x,
X3 P31 P3z P33/ \y,



Efectos de los cambios de base en la matriz asociada a una aplicacion lineal

[ A'=P140 ]

A A’

Y
X
Y=PY’
.
X

La justificacion de esta relacion entre las matrices A y A " asociadas a una aplicacion
lineal, f; es esta:

Y=4AX — PY=40X — Y=P'40X

Como Y'=4'X’, identificando, en ambas expresiones, resulta que 4= P'4Q.

Para el caso de que f'sea un endomorfismo (aplicacion lineal de un espacio vectorial en
si mismo)



