EJEMPLOS DE DIAGONALIZACION DE MATRICES Y MATRICES DE
JORDAN

Dimension n =2

—4
EJEMPLO 1 A:(; 3]

= Polinomio caracteristico

3-4 -4

AMM=daM—AU=®{ s 3y

j=f—M+GD=f—l
Comentario: Los coeficientes del polinomio caracteristico son invariantes al cambio de
base, es decir, no dependen de la expresion analitica del endomorfismo.

Para el caso de matrices cuadradas de orden 2, los coeficientes del polinomio
caracteristico son:

- Coeficiente de A%: +1
- Coeficiente de A: — (a11 + a22) (El opuesto de la traza de la matriz)

. . a, a . .
- Término independiente: + det[ ! 12] (El determinante de la matriz)
ay Ay

= Autovalores
Las raices del polinomio caracteristico
A-1=0 — A=1 rA=-1

= Autoespacios

E(1)= {(4-AD)x =0} = {j ::j@ :[g]}:{x‘” :0:<@>
E(1)= (4~ 1Dx =0} = {@ QLyJ[gJH”@

» Expresion diagonal, J, y matriz de paso, P, tal que J= P'4P

En este caso, para cada autovalor, su multiplicidad es igual a la dimension de su
autoespacio. Por tanto, admite una expresion diagonal respecto de la base que esta
formada por los autovectores. Por consiguiente, la matriz de paso tendra por columnas
los autovectores, en el orden en el que aparecen los autovalores en la diagonal.
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BsEMPLO2  4-| O ?
~2 4

= Polinomio caracteristico

— 2
p(z)=det(A—ﬂ)=de{ . i]:f-mw:(g_zy

Autovalores

(A-2f =0 —  A=2(doble)

{2 22)- (5} -frr-o-(()

Expresion diagonal, J, y matriz de paso, P, tal que J = P'4P

Autoespacios

Como en este caso la multiplicidad del autovalor es diferente de la dimension del
autoespacio no admite expresion diagonal, pero si una expresion en forma de matriz de
Jordan.

Comentario: Para determinar la matriz de Jordan hay que tener en cuenta lo siguiente
(ver pagina 169 del libro de teoria):

1) El numero de bloques correspondientes a cada valor propio es la dimension del
autoespacio asociado. Es decir la multiplicidad geométrica.

2) Los bloques correspondientes a un mismo valor propio se disponen sobre la diagonal
principal consecutivamente, de modo que sus tamafios sean no crecientes.

3) Tiene en la diagonal secundaria tantos “1”” como vectores no propios se necesitan
para completar una base de vectores propios.

En nuestro caso



Para hallar la matriz de paso P, tal que J = P"'4P, necesitamos buscar una base respecto
de la cual el endomorfismo tenga la expresion de Jordan

Para ello, primero, hacemos la sucesion de ntcleos de las sucesivas potencias de

(4 —\)

Nuc(4 — M) = Nuc(4 — M)?

{2 -}
S

En nuestro caso:

Nuc(4-Al)?

Buscamos un vector u que esté en Nuc(4-A)?, pero que no esté en Nuc(4-AJ)

1
Por ejemplo, u = (OJ

Calculamos v = (4-Al) u

-2 2\1 -2
En nuestro caso v= =

Comentario: El vector v e Nuc(4 — AJ)

En efecto, (A —AM)v=(A-AM)(A-M)u=A-\)’u=0

Para construir la matriz de paso, debemos elegir adecuadamente la base de referencia.
Para ello tenemos en cuenta que

A-A)yv=0 — Av=2>Lv

A-AM)u=v — Au=v+iu



Si consideramos la base B = {v, u}, en ese orden se tiene que

Av=>Av —>/1 Au=v+Aiu —)1
0 B\ A

Asi pues,

Dimension n =3

1 0 O
EJEMPLO3 4=/1 0 -1
I -1 0

= Polinomio caracteristico

-2 0 0
p(A)=det(A-Al)=detf 1 0-2 ~1 [=-2+L+1-1=—(1-1F(2+1)
1 -1 0-4

Comentario: Los coeficientes del polinomio caracteristico son invariantes al cambio de
base, es decir, no dependen de la expresion analitica del endomorfismo.

Para el caso de matrices cuadradas de orden 3, los coeficientes del polinomio
caracteristico son:

- Coeficiente de A3: (—1)
- Coeficiente de A*: + (a11 + ax + as3) (La traza de la matriz)

Ay Ayl |G Az |4 4y

- Coeficiente de A: —( +

J (El opuesto de la suma de los

Az, Ayz| (A3 Ga3| Ay Ay

adjuntos de los elementos de la diagonal).
ay, dp 4
- Término independiente: +|a,, a,, a,,| (El determinante de la matriz)

Q3 4z Ay

= Autovalores
Son las raices del polinomio caracteristico

A =1 (doble) A =—1 (simple)



= Autoespacios

0 0 O0)x 0 1)(1
E)=<1 =1 =1|y|=|0|p=9x—y—2z=0=(|1}]0
I -1 —-1)\z 0 0)\1
2 0 0)\x 0 0 0
ECD=11 1 —1|yl|=lo[t=0"" ~(|1
x+y—-z=0
I -1 1 \z 0 1

» Expresion diagonal, J, y matriz de paso, P, tal que J= P '4P.

En este caso, para cada autovalor, su multiplicidad es igual a la dimension de su
autoespacio. Por tanto, admite una expresion diagonal respecto de la base que esta
formada por los autovectores. Por consiguiente, la matriz de paso tendra por columnas
los autovectores, en el orden en el que aparecen los autovalores en la diagonal.

1 0 O 1 1 0
J=/0 1 0 P=|1 0 1
0 0 -1 0 1 1
0o 3 1
EJEMPLO4 4=| 2 -1 -1
-2 -1 -1
= Polinomio caracteristico
0-1 3 1
p(A)=det(d-Al)=det|] 2 -1-4 -1 |==F -2 +41+8=—(1+2)(1-2)
-2 -1 -1-2
= Autovalores
A =2 (simple) = -2 (doble)



= Autoespacios

o
(98]
—_
=

2x-3y-z=0
EQ)=1 2 -3 —1|y|=|o|l=0T"" "7

2 3 1Y« o . 1
+3y+z=

E2)=4 2 1 -1]y|=[o|l={T " 7210
2x+y—-z=0

—2 -1 1)z 1

» Expresion diagonal, J, y matriz de paso, P, tal que J= P '4P.

En este caso no va a poder encontrarse una expresion diagonal, ya que para el autovalor
A =—2 su multiplicidad no es igual a la dimension de su autoespacio.

Sin embargo, si va a haber una expresion mediante una matriz de tipo Jordan

-2 1
J=0 -2 0
0 O

Para el caso del autoespacio £(2) no hay ningiin problema y su autovector sera el tercer
vector de la base.

Para hallar una base del subespacio E(—2) tenemos que considerar la cadena de nucleos
de las sucesivas potencias de (4 — AJ)

Nuc(4 — M) = Nuc(4 — M)?

En nuestro caso:

1
Nuc(A-Al)=E(-2)=(| -1
1
8§ 8 0)«x 0 1)(0
Nuc(4-A)Y' =4 8 8 0| y|=|0|=3x+y=0=(|-1]]|0
-8 -8 0Oz 0 0



Nuc(4-Al)?

Buscamos un vector u que esté en Nuc(4-AJ)?, pero que no esté en Nuc(4-AJ)
0

Por ejemplo,u= | 0
1

Calculamos v = (4-Al) u

2 3 1Y0 1
En nuestro caso, v=| 2 1 —-1(0|=|-1

-2 -1 1)1 1

Comentario: El vector v e Nuc(4 — AJ)

Para construir la matriz de paso, debemos elegir adecuadamente la base de referencia.
Para ello tenemos en cuenta que

A-A)v=0 — Av=2>Lkv
A-A)u=v — Au=v-+iu

Si consideramos la base B = {v, u, w}, en ese orden se tiene que

A 1
Av=Av 5[0 Au=v+iu —| A
B B
0 0
El vector w es la base de E(2).
Asi pues,
1 0 1
P={-1 0 1
1 -1



-2 1 -1
EJEMPLOS 4=|-1 -1 0
0 1 -3

Polinomio caracteristico

-2-1 1 -1
p(A)=de(d—Al)=detf -1 -1-4 0 |=-2-61-124-8=—(A+2)
0 -1 -3-2
= Autovalores
=-2 (triple)
= Autoespacios
0 1 —-1)x 0
y—z=0
E-2)=<-1 1 0 |y|=|0|;= =
-x+y=0
0 1 -1z 0

» Expresion diagonal Jy matriz de paso P, tal que J= P '4P.

En este caso, como la multiplicidad del autovalor no coincide con la dimension de su
autoespacio, no habra expresion diagonal, pero si una forma de Jordan.

La matriz de Jordan tendré una unica caja de Jordan con dos “1” en la diagonal
secundaria (ver pagina 169 del libro de teoria).

-2 1 0
J= 0 =2 1
0 0 -2

Para hallar la matriz de paso, P, estudiamos la serie ntcleos de las potencias de (4 — AJ)

Nuc(4 — M) = Nuc(4 — M)?> = Nuc(4 — M)

2

0 1 -1 -1 0 1
(A-AD)*=|-11 0| =|-1 01
0 1 -1 -1 0 1



-1 0 1Yx) (0 1)(0
Nuc(A-AI)>=4|-1 0 1|y|=]|0|=<—x+z=0=(|0]|1
-1 0 1)z) |0 1)10
0 1 -1)° (=1 0 1Y0 1 -1} (0 0 0
(A-A¥=|-11 0| =[-1 0 1|-1 1 01]=[0 0 O
0 1 -1 -1 0 10 1 —-1) {0 0 O

0 0 0)x

Nuc(4-A)’ =40 0 0| y|=|0|=R’
00 O)\z

Elegimos un vector u que esté en Nuc(4-AJ)?, pero que no esté en Nuc(4-AJ)>. Por

ejemplo,

u =
A partir de este vector calculamos

0
v=(A-A)u=|-1

0

0

w=(A-M)v=|-1

0

[

—_

11} (0
0]0|=|-1
~1)0) Lo
1Y 0) (-1
0[-1|=|-1
1) 0/ (-1



Tal como se han calculado estos vectores se tiene que

A

(A-MDHw =10 —  Aw=Aw [0
B

0

1

A-M)v=w — Av=w+iv 1
B

0

0

A-Du=v — Au=v+iu |1
B

A

Por consiguiente, considerando la base B = {w, v, u}, en efecto, la matriz, J, del
endomorfismo es la que tiene por columnas los transformados de los elementos de la
base.

Asi pues, la matriz, P, del cambio de base es la que tiene por columnas los elementos de
la base.

-1 0 1
P=|-1 -1 0
-1 0 O
-2 0 1
EJEMPLOG6 4=/ 0 -1 0
-1 0 0
= Polinomio caracteristico
-2-2 0 1
p(A)=det(A-Al)=detf 0 —1-4 0 |=-A-3F-31-1=—(1+1)
-1 -1 0-A1
=  Autovalores
=—1 (triple)

10



=  Autoespacios

1 0 1)x) (0 0
E-D)=40 0 0|y|=|0lt=-x+z=0=(|0]||1
“1 0 1)z} (o 0

» Expresion diagonal, J, y matriz de paso, P, tal que J= P '4P.

En este caso, como la multiplicidad del autovalor no coincide con la dimension de su
autoespacio, no habra expresion diagonal, pero si una forma de Jordan.

La matriz de Jordan tendré dos cajas de Jordan con un “1” en la diagonal secundaria
(ver pagina 169 del libro de teoria). Por tanto, la matriz de Jordan sera:

-1 1 0
J=0 -1 0
0 0 -1

Para hallar la matriz de paso P, tal que J = P~'4P, necesitamos buscar una base respecto
de la cual el endomorfismo tenga la expresion de Jordan, J.

Para ello, primero, hacemos la sucesion de nucleos de las sucesivas potencias de

(4—2)
NU.C(A —7\1) - NU.C(A —7\.1)2 C Nuc(A —7\1)3 Cevenn

En nuestro caso:

0 2 -2Y\«x 1 (0
Nuc(A-A)=E(-1)=3|0 1 —1|y|=l0[=(|0],
01 -1)\z 1)10
0 0 0)x) (0
Nuc(4—-AI)*=4l0 0 0| y|=|0|=R’
00 0)\z) (0

Buscamos un vector u que esté en Nuc(4-A1)?, pero que no esté en Nuc(4-AJ)

1
Por ejemplo,u= | 0
0

Calculamos v = (4-Al) u

11



0
En nuestro caso,v=| 0 0
0

Comentario: El vector v e Nuc(4 — AJ)

Nuc(4-Al)?

Ahora debemos buscar un vector w que, junto con v, forme una base de Nuc(4 — A/l)

Por ejemplo,

w=|1
0

Comentario: Vamos a ver en qué orden tenemos que elegir los vectores de la base para

obtener la forma de Jordan que deseamos.

Como w y v pertenecen al Nuc(4 — AJ) se tiene que
A-AHw=0 — AwW=Aw
A-A)v=0 — Av=2>Lv

Ademas, tal como se ha definido v,

A-A)u=v — Au=v-+iu

Si consideramos la base B = {v, u, w}, en ese orden se tiene que

A 1 0

Av=Av |0 Au=v+iu 5|41 Aw=Aw 5|0
B B B

0 0 A

12



Resulta, que en este caso, para esta matriz de Jordan, la matriz de paso, P, que tiene por
columnas las coordenadas de los vectores de la base es:

-1 1
P=0 0
-1 0

S = O

La comprobacion de que, en efecto, J =P 'AP, la hacemos viendo la igualdad
equivalente PJ = AP. (De esta manera nos ahorramos calcular la inversa de una matriz)

13



[\ dviaxima U4 ejempiol.wxm

e T ——— Algebra Analisis Simplificar Graficos Numérico Ayuda
D@®eXdDa|&e>bol—— |

' ——>  /*Ejemplo 1*/
Al:matrix([3,-41,[2,-31);

3 -4
(%01)
2 -3

4 (%$1i2) eigenvalues(Al);
(%02) [([-1,1],[1,1]]

4 (%$13) eigenvectors(Al);

1
(%03) [[[—1,1],{1,1]],[[[1,1]],[[1,5]]]]

I’ (%i4) load(diag):
(%04) C:/PROGRA~1/MAXIMA~1.2/share/maxima/5.31.2/share/contrib/diag.mac

' ($i7) j:jordan(al):
{8a?) L= ,X7,0L,TF]

' (%i8) dispJordan(3j):
-1 0

(308)
0 1

¥ ($i9) ModeMatrix(al, i) :

11

(%09) | 1
§ ==

14
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Archivo Editar Celda “Maxima Ecuaciones Algebra Analisis Simplificar  Graficos Numérico  Ayuda

DEd S XDa

7

{$il)

(%01}

($i2)

(%02)

($i3)
{%03)

($1i4)
{%04)

{$i5)
{%05)

(%$18)
(%$08)

($19)
{%09)

(%110)

(%010)

(%112)

(%012)

/*Ejemplo 2*/
AZ2: matrix{[0,2],[-2,4]1):;

0 2

-2 4
charpoly{A2,m) ;
4—(4—-m)m

factor (%) s
(m-2)

eigenvalues (A2) ;

[f21,1211

eigenvectors (A2) ;

2y, 62371,6061,11111

load{diag) ;

C:/PROGRA~1/MAXIMA~1.2/share/maxima/5.31.2/share/contrib/diag.mac

j:jordan(a2);
[rz,211

dispJordan{j) ;
2 1
0o 2
ModeMatrix{A2,j);

-2 1
-2 0

15
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Archivo Editar Celda Maxima Ecuaciones Igebra Analisis ~Simplificar

ejemplos.wxm

Graficos Numérico Ayuda

DEdSXEDE|&e>al——|e

7

(%113)

(%013)

(2114)
(%014)

(%i15)
(%015)

(%116)
(%016)

(%i17)
(%017)

(3i18)
(%018)

(%i19)
(%019)

(%120)

(%020)

/*Ejemplo 3*/

A3: matrix{([1,0,0]1,[1,0,-11,[1,-1,01);

charpoly(A3,m) ;
(1-m)(m*-1)

factor({%);
~(m-1)*(m+1)

eigenvalues (A3) ;

{[—1I1]I{112]]

eigenvectors (A3) ;

rrf-1,1j3,1x»,211,1¢1f0,1,1771,111,0,17,70,1,-13711

load(diag);

C:/PROGRA~1/MAXIMA~1.2/share/maxima/5.31.2/share/contrib/diag.mac

j:jordan{(aA3);
[[_111]([11111]]

dispJdordan(j);
-1 0 O

(%121)

(%021)

ModeMatrix{A3,]);
01 0

10 1

11 -1

16



@ wxMaxima 13.04.2 [ efemplodwim ]

Archivo Editar Celda Maxima Ecuaciones Algebra Analisis Simplificar Gréficos Numérico Ayuda

ek XDo

R@>O—|@

7

(%i22)

(%022)

(%i23)
(%023)

(%i24)
(%024)

(%i25)
(%025)

(%i26)
(%026)

(3i27)
(%027)

(%128)
(%028)

(%129)

(%029)

(%130)

(%030)

/*Ejemplo 4*/
A4: matrix{([0,3,11,[2,-1,-11,[-2,-1,-11);

0 3 1
2 -1 -1
-2 -1 -1

charpoly{(2A4,m) ;
—G—m—l)z—l)m+2(—m—l)—3(2(—m—1)—2)—2

factor(%);
~(m-2){m+2)°

eigenvalues (A4) ;

re2,-271,11,2711

eigenvectors (A4) ;

ree2,-21,11,23171,.11r1,1,-1171,111,-1,11111

load({diag);
C:/PROGRA~1/MAXTMA~1.2/share/maxima/5.31.2/share/contrib/diag.mac

j:jordan(a4) ;
[[21111{_212]1

dispJordan{j) ;

2 0 0
0 -2 1
0o o =2

ModeMatrix{BA4,3);

i -1 1
i 1 -1

-1 -1 0
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% wxMaxima 13.04

e ejempioJ.wxm — m—
Archivo. Editar  Celda ‘Maxima Ecuaciones Algebra Analisis Simplificar  Graficos Numérico Ayuda

DEd@exLDa e >aol— |0

” (%140) /*Ejemplo 5%/
A5: matrix([-2,1,-1],[-1,-1,0],[0,1,-31);
-2 1 -1

(%040) |-1 -1 o

0 i -3

" (8i41) charpoly(AS5,m);
(3041) —-m+H{-m—-3){-m—2){-m—-1)-2

L ($142) factor(%$):;
(3042) —(m+2)°

i (%143) eigenvalues(A5);
(%043) [[-27,[3]]

” (%i44) eigenvectors(AS);
(%044) [[[-27],(3]1,(ff1,1,1]]11]

' (%i45) load(diag);
(%045) C:/PROGRA~1/MAXIMA~1.2/share/maxima/5.31.2/share/contrib/diag.mac

V' (%i46) j:jordan(AS) ;
(%046) [[-2,3]]

' (%i47) dispJordan{j);
-2 1 0

(%047) |0 -2 1

” (%i48) ModeMatrix(AS,7);

-1 0 1

(%048) |-1 -1 o

-1 0 ©
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% wxMaxima 13.04

e ejempioJ.wxm — m—
Archivo. Editar  Celda ‘Maxima Ecuaciones Algebra Analisis Simplificar  Graficos Numérico Ayuda

DEd@exLDa e >aol— |0

” (%140) /*Ejemplo 5%/
A5: matrix([-2,1,-1],[-1,-1,0],[0,1,-31);
-2 1 -1

(%040) |-1 -1 o

0 i -3

" (8i41) charpoly(AS5,m);
(3041) —-m+H{-m—-3){-m—2){-m—-1)-2

L ($142) factor(%$):;
(3042) —(m+2)°

i (%143) eigenvalues(A5);
(%043) [[-27,[3]]

” (%i44) eigenvectors(AS);
(%044) [[[-27],(3]1,(ff1,1,1]]11]

' (%i45) load(diag);
(%045) C:/PROGRA~1/MAXIMA~1.2/share/maxima/5.31.2/share/contrib/diag.mac

V' (%i46) j:jordan(AS) ;
(%046) [[-2,3]]

' (%i47) dispJordan{j);
-2 1 0

(%047) |0 -2 1

” (%i48) ModeMatrix(AS,7);

-1 0 1

(%048) |-1 -1 o

-1 0 ©
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4

(%i49)

(%049)

(%i50)
(%050)

(%151)
(%051)

(%i52)
(%052)

(%$153)
(%053)

(%i54)
(%054)

(%i55)
(%055)

(%156)

(%056)

(%157)

(%057)

/*Ejemplo 6*/
A6: matrix([-2,0,1]1,([0,-1,0]1,[-1,0,01);
=2 0 1

charpoly(A6,m) ;
—(-m-2)(-m-1)m-m-1

factor (%) ;
~(m+1)°

eigenvalues (A6) ;

[r-1j,(311]1

eigenvectors (A6) ;

(rr-1j,13371,1¢01,0,17,70,1,077711]

load(diag) ;
C:/PROGRA~1/MAXIMA~1.2/share/maxima/5.31.2/share/contrib/diag.mac

j:jordan (A6) ;
[[_11211]]

dispJdordan(j);

-1 1 0
0 -1 0
0 0o -1

ModeMatrix {A6,]) ;
-11 0

0 0 1

-1 0 0
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