Primeros ejemplos de diagonalizaciéon de endomorfismos

SIMETRIA RESPECTO A LA DIAGONAL DEL PRIMER CUADRANTE

Sea f: R> — R? el endomorfismo que transforma un vector del plano en su simétrico
respecto a la diagonal del primer cuadrante.

Comentario: Una aplicacion lineal esta perfectamente definida si se conoce como actua
sobre los elementos de una base B = {ei, €2}, ya que

AX) = flxie1 + x2e2) = x1 fle1) + x2f(e2)

Respecto de una base, la expresion analitica de f'son unas ecuaciones Y = AX
Las columnas de la matriz 4 son los transformados de los elementos de la base.

Respecto de la base candnica la expresion analitica de f'es:
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Si buscamos para qué valores de A se verifica que

Ax) =Ax

siendo x # 0,

estamos buscando direcciones invariantes. Es decir, estamos buscando en qué
direcciones el transformado de un vector es un multiplo suyo (es decir, el transformado
de un vector esta en la misma recta). Estas direcciones invariantes son direcciones
privilegiadas para el endomorfismo f. El valor A es la constante de proporcionalidad en
esa direccion invariante.

Comentario: Interpretando el problema geométricamente. ;Cudles son las direcciones
invariantes de una simetria respecto de una recta? La respuesta es que las direcciones



invariuantes son dos: Una direccion invariante es el propio eje de simetria y la otra
direccion invariante es la recta perpendicular al eje de simetria en el origen.

La ecuacion f{x) = Ax en coordenadas es AX = AX.

O lo que es mismo, pasando el segundo miembro al primer miembro,
AX-2X=0 < (A-M)X=0.

En nuestro caso:

0 1Y x . PPN 0x,+1x2=/bc1(_> 0-A 1 X, _ 0
I 0)x, X, Ix, + 0x, = Ax, 1 0-A)x 0
Para que este sistema tenga una solucion distinta de la trivial (x1, x2) = (0, 0), el sistema

tiene que ser compatible indeterminado, para los cual tiene que ocurrir que el
determinante de la matriz de los coeficientes sea cero.
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Comentario: El polinomio caracteristico de un endomorfismo f'es
det(4—Al)

Comentario: El polinomio caracteristico es una propiedad intrinseca de /'y no depende
de la expresion analitica. Ver la demostracion mas adelante.

Se llaman autovalores de f'son las raices del polinomio caracteristico.
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Para cada uno de estos autovalores A consideramos su autoespacio
E(A)={x tales que f(x)=2Ax}

Usando las expresiones analiticas, la definicion del autoespacio del autovalor A es:



X, a,—A a, X, 0
E(A)={ . tales que ; Y 0}

En el ejemplo que consideramos

X 0-1 1 Y\ x 0
E(l)={(x J tales que ( . O—l)(x J=(Oj} — {x1+x2=0
) e ()0 =)
E1)={ tales que =t |} =<|.|>
X, X, 1 1

Comentario: Como det(4 — Al) = 0, sabemos de antemano que una de las dos ecuaciones
del sistema depende linealmente de la otra, con lo cual puede suprimirse.

Comentario: El conjunto de vectores que se transforman en si mismos, E£(1), es la
diagonal del primer cuadrante. La ecuacion implicita de esta recta es x2 = x1.

X, 0-(-1 1 X, 0
{E(-])= (x J tales que ( : 0_(4)}(}( ): (Oj} < {x1tx=0

X X, -1 -1
E(-1)={ tales que =t }=< >
X, X, 1 1
Comentario: El conjunto de vectores que se transforman en su opuesto, E(—1), es la

diagonal del segundo cuadrante. La ecuacion implicita de esta recta es x2 = —x1.

Los vectores que son base de los autoespacios, se les llama autovectores. En nuestro
caso, los autovectores son (1, 1) y (-1, 1).

Si elegimos como elementos de una nueva base los autovectores

B'={e"1,e}

Resulta que la expresion matricial de la
aplicacion f, es una matriz diagonal, en la
que los términos de la diagonal son los
autovalores. Ya que

/ \\ €1 j(e’l) =1le’

/ N fle’r) = (-1)e2




Asi pues, respecto de la base B la matriz asociada a f'es

it

Comentario: La matriz del cambio del base de B a B’ es la que tiene por columas los
elementos de la nueva base

Comentario: Podemos comprobar que, en efecto,
A=P'AP o PA'= AP
Haciendo la comprobacion PA'= AP evitamos tener que calcular una matriz inversa
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Comentario: Efectos de los cambios de base en la matriz asociada a un endomorfismo
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La justificacion de esta relacion entre las matrices 4 y A" asociadas a una aplicacion
lineal, f; es esta:
Y=4X — PY=APX — Y=P'4PX

Como Y'=4'X’, identificando, en ambas expresiones, resulta que 4= P'4P.

Demostracion de que el polinomio caracteristico es una propiedad intrinseca de /'y no
depende de la expresion analitica.

det(A4—AT) = det(P™' AP — P~ AIP) = det(P™' (4~ AT)P) = det(P ™" )det(4 — AT)det(P) = det(4 - AT)



GIRO CENTRAL DE ANGULO o

Sea f: R> — R? el endomorfismo que transforma un vector del plano en el resultado de
girarlo un dngulo a # 0 en el sentido contrario a las agujas del reloj.

f(e2)= (— sin(a))
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Respecto de la base candnica B = {ei, e} las ecuaciones que nos dan las coordenadas
del vector transformado en funcion de las coordenadas del vector es:

Y cosa —sina |\ x
¥, sina cosa ) x,
Comentario: Una aplicacion lineal estd determinada si se conocen los transformados de

una base. En la expresion analitica de una aplicacion lineal, las columnas de la matriz
asociada a la aplicacion son las coordenadas de los transformados de la base.

En un giro de angulo a # 0 6 a # © no hay direcciones invariantes. Eso significa que no
va a haber autovalores reales y, por tanto, la matriz de ese giro no se puede diagonalizar.
Veamos como se ve esto de una manera algebraica.

El polinomio caracteristico de f'es

cosa—A —sina

det(A—/U):det[ j: 2 —(2cosa)l+1

sina cosa—A

El discriminante de esta ecuacion de segundo grado en A es negativo cuando o # 0, 0 o #
7. Por tanto, la ecuacion no tiene raices reales.

A:4cosza—4:4(cosza—1)<0

[Recuerda que cos?a como mucho vale 1 cuando a=0 o0 o = 7]



