Clasificar una forma cuadratica

a) Hallar la matriz diagonal asociada al forma cuadratica Q: R® — R
Q(x,v,2z) = ax? + ay? + (a — 1)z% + 2axy
Para los diferentes valores de a.

b) Clasificar la forma cuadratica segtn los valores de a.

a) Esta forma cuadratica escrita en forma matricial, Q(X) = X*AX , es:

a a 0 X
Qx,y,2) = (x,y,2) (a a 0 ><y>
0 0 a—1/ \z

La matriz 4 siempre se puede diagonalizar mediante un cambio ortogonal porque es una
matriz simétrica.

El polinomio caracteristico de 4 es
p(m) = det(A —ml) =
-m3+ Ba—-1)m?—-2a(a—1)m=
—-m[m? + (1 —3a)m + 2a(a—1)] =
=-m(m—a+1)(m - 2a)
Comentario: la ecuacion de segundo grado
[m?+ (1 —3a)m+2a(a—1)] =0

Se puede resolver también utilizando la formula de de ecuacion d segundo fgrado
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Luego los autovalores son:
m=a-—1
m = 2a
m=20

Lo cual quiere decir que una forma diagonal es

a—1 0 O
D= 0 2a 0
0 0 O

Usando MAXIMA (repasamos algunos comandos relacionados con la diagonalizacién
de matrices)



(%i2) A:matrix([a,a,@],[a,a,0],[0,0,a-1]);

a a @
a a @
@ @ a-1

(%15) pol:charpoly(A,m);

2 2
(-m+a-1) Ca-m) -a (-m+a-1)

(%i6) factor(pol);
-m(m-2a) (m-a+1)

(%i8) eigenvalues(A);

[[a-lyzayo:],[]-)lr]-]:l
(%112) eigenvectors(A);

[[[a-l,za,@],[1,1,1]],[[[0,0,1]],[[1,1,01],[[1,-1,0]]]]

(%114) load(diag);
/usr/local/Cellar/maxima/5.46.0_3/share/maxima/5.46.0/share/contrib/diag.mac

(%115) Jjordan(A);
[[a-1,1],[2a,1],[0,1] |

(%116) dispJordan(%);

a-1 @ @



b) Para clasificar la forma cuadratica estudiamos el signo de los elementos de la
diagonal, segun los valores de a

o 1 -
A A
dor 1

semidefinida p
- Q semidefinida
negativa indefinida positiva
Comentario:

La forma cuadratica una vez diagonalizada tiene la forma
Q(x,v,z) = (a — 1)x% + 2ay? + 0z2

Cuando los dos sumandos son positivos la suma es positiva

Cuando los dos sumandos son negativos la suma es negativa

En definitiva, resulta

e Sia € (—x,0], QO es semidefinida negativa
e Sia € (0,1), O es indefinida
e Sia € [1,m), O essemidefinida positiva



