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EJEMPLOS DE APLICACIONES LINEALES 
 
 
 

• Definición de aplicación lineal entre espacios vectoriales 
 

V 
f 
→ W 

x  y = f(x) 
 
La función f se dice que es una aplicación lineal si verifica que: 
 
1) f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2)  
 
2) f(λx) = λf(x) 
 
La característica más importante de las aplicaciones lineales es que una aplicación lineal 
está perfectamente determinada si se conoce cómo actúa sobre los elementos de una 
base B = {e1, e2, …, en} del espacio original, ya que  
 

y = f(x) = f(x1e1 + x2e2 + … + xnen) = x1 f(e1) + x2 f(e2) + … + xn f(en) 
 
Fijadas una base en el espacio inicial y una base en el espacio final , la expresión 
analítica de una aplicación lineal f son unas ecuaciones (en notación matricial) 

Y = AX 
 

!
𝑦!
⋮
𝑦"
$ = !

𝑎!! ⋯ 𝑎!#
⋮ ⋱ ⋮

𝑎"! ⋯ 𝑎"#
$!

𝑥!
⋮
𝑥#
$ 

 
 
Las columnas de la matriz A son los transformados de los elementos de la base.  
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• Un giro en ℝ$ 
 
Un giro en ℝ$ de ángulo 𝛼 es una aplicación lineal  
 
 

ℝ$ f 
→ ℝ$ 

x  y = 𝑔%(x) 

 
 
Dado un punto	.

𝑥!
𝑥$/	queremos	calcular	el	punto	.

𝑦!
𝑦$/ = 𝑓 .

𝑥!
𝑥$/	que	resulta	de	

girarlo	un	ángulo	𝛼 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

.
𝑦!
𝑦$/ = 𝑓 .

𝑥!
𝑥$/ = 𝑓 B𝑥! .

1
0/ + 𝑥$ .

0
1/F = 𝑥!𝑓 .

1
0/ + 𝑥$𝑓 .

0
1/= 

 
 

= 𝑥! G
cos	(𝛼)
sin	(𝛼)J + 𝑥$ G

−sin(𝛼)
cos	(𝛼) J = Gcos	(𝛼) −sin	(𝛼)

sin	(𝛼) cos	(𝛼) J .
𝑥!
𝑥$/ 

 
 
 
  



.10/ 

.01/ 
Gcos	(𝛼)sin	(𝛼)J 

G−sin(𝛼)cos	(𝛼) J .
𝑥!
𝑥$/ 

.
𝑦!
𝑦$/ 
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En efecto, un giro de ángulo 𝛼 es una aplicación lineal 𝑓:	ℝ$ → ℝ$ 
 
Comprobaremos con este dibujo que  
 
1) f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2)  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2) f(λx) = λf(x) 
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• La derivada en 𝒫& (los polinomios de grado menor o igual que 3) 

 
 

𝒫& D 
→ 𝒫& 

𝑎𝑥& + 𝑏𝑥$ + 𝑐𝑥 + 𝑑  3𝑎𝑥$ + 2𝑏𝑥 + 𝑐 

 
 
Si consideramos la base canónica de 𝒫& 
 

𝐵 = {𝑥&, 𝑥$, 𝑥, 1} 
 

 

𝑎𝑥& + 𝑏𝑥$ + 𝑐𝑥 + 𝑑 → X

𝑎
𝑏
𝑐
𝑑
Y 

 
 

3𝑎𝑥$ + 2𝑏𝑥 + 𝑐 → X
0
3𝑎
2𝑏
𝑐

Y 

 
 
Resulta que  
 

𝐷X

𝑎
𝑏
𝑐
𝑑
Y = X

0 0 0 0
3
0
0

0
2
0

0
0
1

0
0
0

YX

𝑎
𝑏
𝑐
𝑑
Y = X

0
3𝑎
2𝑏
𝑐

Y 

 
 
Observación: Las columnas son los transformados de loe elementos de la base 
 
 
Veremos en este ejemplo cuáles son los espacios vectoriales Nuc(D) e Im(D)  
 
 

• El	Núcleo	de	D		es	el	conjunto	de	todos	los	polinomios	cuya	derivada	es	el	
polinomio	nulo 

 
Nuc(D) = {p 𝒫& tal que D(p) = 0 } 

 
Intuitivamente, el núcleo de la derivada son el subespacio de los polinomios formado 
por las constantes. 
 
 



Î
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Analíticamente, el Núcleo de D son las soluciones del sistema  
 
 

𝐷X

𝑎
𝑏
𝑐
𝑑
Y = X

0 0 0 0
3
0
0

0
2
0

0
0
1

0
0
0

YX

𝑎
𝑏
𝑐
𝑑
Y = X

0
0
0
0

Y ⇒ c
0 = 0
3𝑎 = 0
2𝑏 = 0
𝑐 = 0

 

 
Por tanto,  
 

Nuc(D) =〈X
0
0
0
1

Y〉 

 
 

• Imagen de (D) 𝒫& es el conjunto de todos los polinomios que se pueden 
expresar como la derivada de un polinomio de grado menor o igual que 3  

 
Im (D) = { q  𝒫&  tal que q = D(p) para algún p 𝒫&  } 

 
Im(D) es el subespacio del espacio final que está generado por los transformados de una 
base del espacio original 
 
Analíticamente, una vez establecidas las bases de referencia en los espacios original y 
final, Im(D) es el subespacio generado por los vectores columna de la matriz asociada a 
la aplicación D.  
 
 

Im (D) =〈X
0
3
0
0

Y ,X
0
0
2
0

Y	, X
0
0
0
1

Y , X
0
0
0
0

Y〉 = 〈X
0
1
0
0

Y , X
0
0
1
0

Y ,X
0
0
0
1

Y	〉 

 
Se trata del conjunto de los polinomios que son de grado menor o igual que 2. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ì
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f 
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