Enero 2010 A Problema

[Problemal

a)(2ptos.) La matriz asociada a una aplicacién lineal f en las bases canénicas de R® y

R2 ez
213
A_(l 9 1)'

Calcular la matriz asociada al cambio de base de {(1,0),(0,1)} a B' = {(1,1),(2,3)} ¥
la imagen (mediante f) del vector (2, 3, 2) expresado en la base B’.

b)(2ptos.) Calcular el subespacio de vectores propios asociados al valor propio —2 (de
multiplicidad algebraica 2) de la matriz

-3 1 -1
A=| -7 5 -1
-6 6 =2

v decidir si A es diagonalizable.

Respuesta
La aplicacién lineal: R®® — R?
a) Recordemos el efecto del cambio de base emdadeanadas de un vector

La relacién que hay entre ambas expresiones deeoadas eX” = PX

X

X=X,

B X3

X=PX

3 [

X=X,

X,
pll p12 p13

EndondeP =| p,;, P,, P, | €s lamatriz de paspque tiene por columnas las

Ps1 P32 Pas

coordenadas de los elementos de la nuevaBaséeridos a la bade.



En nuestro caso se trata de un cambio de baRe era baseB = {(1,0), (0,1)} es la
Y1

base canodnica. S&a= (y
2

j la expresion de un vectarespecto d8.

Y1

La baseB" ={(1,1), (2, 3)}. SeaY = ( ] la expresion del vectorreferido aB”

2
La relacion que hay entre estas dos expresiondisieasdel del mismo vectores
Y=PY’

DondeP es la matriz de paso, que tiene por columnaddnsentos de la la bage.
Asi pues, en nuestro caso
12
P=
13

La relacion que hay entre la expresion analiticlasleoordenadag” conocidas las
coordenada¥ es

Y =Py

Vamos a calculaP™. Para ello usaremos el método de hacer operacitereentales
de fila que hagan la transformacion

PI)=(1P?)

1 2[10) (121 0) (121 0y (10]3 -2
13/01) \01f-11) (0 1/-11) (01][-1 1

Asi pues,
pi= 3 -2
-1 1

G L)

Es decir;



Efectos de los cambios de base en la matriz asoaiagha aplicacion lineal

[ A'=P7AQ ]

A A

Y
X
Y=PY’
>X—»v<
; Y’
X

La justificacion de esta relacion entre las masrieg A" asociadas a una aplicacion
lineal,f, es esta:
Y=AX — PY=AQX — Y =PAQX

ComoY =A"X’,identificando, en ambas expresiones, resulta’jue® 'AQ.

La imagen del vectdr(2, 3, 2) expresado en la base canénica’des

2
21 3 13
Y = 3|=
1 21 10
2 B

Si queremos expresar este mismo vector respeatbastB’, usaremos la relacion que
hemos hallado un poco més arri¥a= Py

3 V(5



b) Vamos a estudiar la diagonalizacion del enddéismoo de matriz

-3 1 -1
A=|-7 5 -1
-6 6 -2
= Polinomio caracteristico
-3-A 1 -1

p(A) =det(A-Al)=det -7 5-1 -1 [=-F+0P+121+16=—(1-4)A+2)
-6 6 -2-1

= Autovalores
Son las raices del polinomio caracteristico

A =4 (simple) A = -2 (doble)

= Autoespacios

E(A) = {x tal queAx =2x} = { x tal que A —Al)x = 0}

-7 1 -1)x

0
-7xX+y-z=0
E@)=1-7 1 -1]y|=|o|l= ymemts
-X+y-z=0
-6 6 -6)z) \O
-1 1 -1)x) (O 1
-X+y-z=0
E(-2)=<|-7 7 -1|y|=|0]|;= 0 =(|1
Z=
-6 6 0)z) \O 0

Para el estudio de este Ultimo autoespa(ie?), previamente, hemos reducido el
sistema a forma escalonada asi:

-1 1 -1/0 -11 -1/0 -11 -1|0
-7 7 -1|0||=|0 O -6|/0|=|0 O 1|0
-6 6 0|0 0 0 -6|0 0O 0 0|0

Como la multiplicidad del autoval@r= -2 es dos y su autoespacio tiene dimension
uno. No coinciden ambas. Por tanto, la maArdO es diagonalizable.

No obstante, si admite una expresion de Jordan.



= Expresion diagonall, y matriz de pasd®, tal quel = P'AP.

La expresion como matriz de Jordan va a ser darasf (Ver pagina 169 del libro de
teoria)

-2 1 0
J={ 0 -2 0
0O O 4

Para el caso del autoespaki@d) no hay ningun problema y su autovector setéreér
vector de la base.

Para hallar una base del subesp&€i?) tenemos que considerar la cadena de nucleos
de las sucesivas potencias 8e-(\l)

Nuc(A —Al) O Nuc(A —Al)?

En nuestro caso:

Nuc(A-Al)=E(-2) =

0 0 O0)x 0 1\(0
Nuc(A-A1)>={|-36 36 Ofy|=|0|=<-x+y=0=([1||0
-36 36 0)\z 0 0)l1

Nuc(A-Al)?

Buscamos un vectar que esté en Nua{Al)?, pero que no esté en NAe{.l)



Por ejemplou =

= O O

Calculamoss = (A—Al) u

-7 1 -1YO0 -1
Ennuestrocase,=|-7 1 -1|0|=|-1
-6 6 01 0

Comentario: El vector LINuc(A —Al)

Para construir la matriz de paso, debemos elegoumtilamente la base de referencia.
Para ello tenemos en cuenta que

(A=A)v=0 — Av =2\v
(A=A)u=v — Au=v+iu
Si consideramos la baBe= {v, u, w}, en ese orden se tiene que

A 1
Av =)v = 0 Au=v+iu = A

0 0
El vectorw es la base dg(4).

Asi pues,

Comentario: Una comprobacion de P'AP es verificar quéJ = AP

-1 0 0(-2 1 O 2 -1 0
PIJ=|-1 0 1| 0 -2 0|=|2 -1 4
01110 O 4 0 -2 4

-3 1 -1}(-1 0 O 2 -1 0
AP=(-7 5 -1|-1 0
-6 6 -2 0 1

=
1
N
|
=
N
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EdERIXDE R e Do l— @
_7 (%$il) A:tmatrix{[-3,1,-11,[-7,5,-11,[-6,6,—-2]1);:
s e T, |
{Zol) (=7 5 <1
-8 & -2
[

{%i2} charpoly{a,m) ;
{($02) —6{5-my+7{-m-2YH{—-m-2{5-m)+E6){—m—3)+48

F {%$i3) expand(%);
{(203) —-m°+12 m+16

I t%i4) factor(%):
(%304) —(m-4)m+2)

k4 {%$i5) eigenwvalues(A);
($05) [(4.,-2].(1,2]]

7 (%i6) eigenvectors (i)
\%06) [[f4,-21,01,21],0((0,1 170, 0f1,1,071]17]

' (#i11) Mmmatrix{[-1,1,-11, [~7,7,-11,[-6,6,01):
-1 I =1

(%011) | -7 7 -1

-6 & 0

¥ (si1z) MAn2;

i} 2 0

(3012) |-36 36 ©

-36 3¢ 0

e {$113) triangularize (%)
-36 36 0

(%013) 4] 0 0




(%114) load{diag);
(%0l4) C:/PROGRA~1/MAXIMA~1.2/cshare/maxima/s5.31.2/share/contzx

(%i13) j:jordan{d):;
(%015) [f[f4,1],.7-2,2]1]

(%i17) dispJordan{j);:

4 0 1]

(%017) |0 -2 1

(%118) ModeMatrix{A,j):

o -1 o

(3018) |1 -1 o




