Septiembre 2018 Ejercicio 4

Utilizando la teorfa de diagonalizacién, hallar el valor de A!™ siendo

=51}

Respuesta:

Supongamos que J es la expresion diagonal de 4, de manera que J = P~AP.
A partir de esta relacion se deduce que J" = P~'4"P. En efecto,
J'= (P '4P) (P '4P) ...... (P'AP) = P'A(PP YAP PY).... AP = Pl4mp-
Despejando 4" en la expresion J' = P~14"P, resulta que
A" =pJp!

Asi pues, para resolver el ejercicio, empezamos por calcular la expresion diagonal de 4
y su correspondiente matriz de paso.

* Polinomio caracteristico p(A1) = det(4 — Al)
p(A)=det(A-A) =1 -51+6

Comentario: Los coeficientes del polinomio caracteristico son invariantes al cambio de
base, es decir, no dependen de la expresion analitica del endomorfismo.

Para el caso de matrices cuadradas de orden 2, los coeficientes del polinomio
caracteristico son:

- Coeficiente de A%: +1
- Coeficiente de A: — (a11 + a22) (El opuesto de la traza de la matriz)

. . a, a . .
- Término independiente: + det( ! 12} (El determinante de la matriz)
ay dy

= Autovalores
Las raices del polinomio caracteristico
A=-51+6=0 —  A=3 A=2

= Autoespacios

EG) = (4~ =0} - {(i ) @} - {‘3“” 7 <@>



pe=tea-smeor= 2 20 =freer=o-((]

» Expresion diagonal, J, y matriz de paso, P, tal que J= P 4P
30 2 1
J = P=
0 2 31
Comentario: Comprobamos que PJ = AP
2 13 0 6 2 0 2)2 1 6 2
3 10 2 9 2 -3 5\3 1 9 2

Tenemos ahora en cuenta que la potencia de una matriz diagonal es también una matriz

diagonal.
3 0) (3
g _ 30
0 2 0 27

Calcularemos la matriz P! usando el método que consiste en hacer operaciones
elementales de fila que transformen P en la identidad. Esas transformaciones
transformaran la identidad en P!

(PI)_2110 2 111 0 2 0 |-2 2
| 13 110 1)msRosnl0 —1| =3 2)rmoRl0 —1] =3 2]

De esta manera resulta que

b1
3 -2

Aplicando la formula 4” = PJ"P!, que dedujimos al principio,

0 2100_ 2 1Y31 0 1 1 B 9.3100 100 1 B
-3 5 - 31 0 5100 3 -2 - 3_3100 100 3 -2 -

(2374327 23722 (=2 2| (3 -2
(23319043210 3310 0 |77 |3 3 3 -2



%iz)  A:matrix([e,2],[-3,51);
e 2
-3 5

%i3)  charpoly(A,m);
6-(5-m)m

(%i4) expand(%);
2
m -5 m+6

(%i5) solve(%=0,m);
[m=3,m=2]

(%i6) eigenvalues(A);
[[3,21,01,1]]

(%i7) eigenvectors(A);

[[[3.2],[1.13 ],[[[1.%]}[[1,11 ]ﬂ

(%i8) load(diag);
/usr/local/Cel lar/maxima/5.46.0_3/share/maxima/5.46.0/share/contrib/diag.mac

(%19) J:jordan(A);
[[3,11,02,11]

(%i10) dispJordan(j);

3

(%i11) ModeMatrix(A,j);

;]



(%i12)

(%i13)

(*%114)

(%i15)

(*%116)

%i17)

(%118)

P:matrix([2,1],[3,1]);

b

PAAC-1);
-1 1
3 -2

J:matrix([3,0],[0,2]);

3

PAAC-1).A.P;

3

is (AAACLO0)=P.JAAC100).PAA(C-1));
true

isCAAACL00)=matrix([-2-3A100+3-2A100, 2-3A100-2.-2A100],[-3-3A100+3-2A100, 3.3A100-2-2A100]));
true

1s(AAAL00=(3AA100 -matrix([-2,2], [-3,3])+2AA100 -matrix([3,-2],[3,-21)));
true



