Febrero 2019 B problema 1)

Se pide:

a) (1 pto.) Calcular, si es posible, una matriz diagonal semejante a

22 -2
03 -1
01 1

v las ecuaciones de los subespacios de vectores propios asociados.

b) (1 pto.) Explicar en qué consiste el método de factorizacion QR de una matriz A
tal que el sistema de vectores definido por las columnas de A, ColA, es linealmente
independiente.

c) (1 pto.) Si f es una aplicacion lineal, tal que el subespacio nicleo asociado tiene
dimensidén cero, probar que:

si {¥1,T»} es un sistema libre o linealmente independiente, entonces también lo

es {f(m), f(v2)}-

Respuesta

= Polinomio caracteristico
p(A) =defA- 1)

2-1 2 -2 . , , 5 2

p(A)=det 0 3-1 -1 =—/13+(2+3+1),12_U 1‘+ 2‘+ j}o 3 _1
1 1[0 1| o

0o 1 1-/ 0 1 1

p(A)=-F +61-121+8

Comentario: Los coeficientes del polinomio cardsteo soninvariantes al cambio de
base, es decir, no dependen de la expresion aaal#l endomorfismo.

Para el caso de matrices cuadradas de orden&édisientes del polinomio
caracteristico son:

- Coeficiente d&>: (-1)
- Coeficiente d&% + (a11 + ax +ag3) (La traza de la matriz)

a
- Coeficiente dé.: —(azz P ain (El opuesto de la suma de los
a32 a33 a31 a33 a21 a22
adjuntos de los elementos de la diagonal).
ail a'12 a13
- Téermino independientet|a,, a,, a,| (El determinante de la matriz)
83 8y Gy



=  Autovalores

Definicion: Se dice qu& es un autovalor d& si para algin vector# 0 se verifica que
AX =X

Para qué. sea un autovalor detiene que ocurrir que el sisterAa —\x = 0 tenga
splucién distinta de la trivial es decir, el deteramte de la matriz de los coeficientes
tiene que ser cero.
det A—Al)=0
Los autovalores son las raices del polinomio caracterispfg = det @ —Al)
A -6X+121-8=(1-2°=0 — A =2 (triple)

multiplicidad (2)= 3.
= Autoespacios
El autoespacids()), correspondiente al autovaloes:

E(M) = {x tal queAx =Ax} = { x tal que A —Al)x =0}

En coordenadas:

X ail_/] a, A3 X 0
E(A)=1|y| talque| a, a,-4 a, |y|=|0
z A3 A3, aes_/‘ z 0

En nuestro caso, el autoespaéi?), correspondiente al autovalor 2, son las
soluciones del sistema

0 2 -2\x) (0
01 -1|y|=|0o| < {y-z=0
01 -1)\z) (o

La solucién general del sistema va a depender sipal@metrog =t, y=s

X=t X 1 0
y=s - y|=t0|+91
zZ=s z 0 1
La dimension de este subespacio es dos:
dim(E(2)) =2



Como la multiplicidad algebraica del autovalor 2 es tres y la dimensién de su
autoespacio (también llamada multiplicidad georogjres diferente, resulta que la
matriz no es diagonalizable.

Comentario: Para que la matriz real de un endosmdisea diagonalizable es
necesario que se den las siguientes condiciones:

1) Que todas las raices del polinomio caracteoigtiatovalores) sean reales.

2) Que para cada autovalor su multiplicidad algebreomo solucion del polinomio
caracteristico sea igual a la dimension de su apgm#o. Es decir, para cada autovalor

multiplicidad ) = dim(EQ.))

Cuando la matriz es diagonalizable, en la expredi@gonal los términos de la diagonal
son los autovalores repetidos tantas veces conmaisd multiplicidad. Una base
respecto la cual la expresion del endomorfismaaggodal es la que tiene por
elementos las bases de los autoespacios.

Las matrices con autovalores reales que no adidgonalizacion, admiten una
expresion “casi” diagonal que se llama matriz de flordan. (Ver pagina 169 del libro
de teoria). Este es el caso de la matriz que apareel enunciado del problema

Para determinar la matriz de Jordan hay que tenenenta lo siguiente:

1) El nimero de bloques correspondientes a cada padpio es la dimensién del
autoespacio asociado. Es decir la multiplicidadhg&taca.

2) Los bloques correspondientes a un mismo vatiiprse disponen sobre la diagonal
principal consecutivamente, de modo que sus tanmsgfasno crecientes.

3) Tiene en la diagonal secundaria tantos “1” ceeriores No propios se necesitan
para completar una base de vectores propios.

En nuestro caso, para el autovaler 2, va a haber dos cajas de Jordan, ya que la
dimensién de su autoespacio es 2.
Va a haber un “1” en la diagonal secundaria.

Por tanto

(&)

1
oO|Oo N
oON -
NIO O

Para hallar la matriz de paBotal queJ = P"'AP, necesitamos buscar una base respecto
de la cual el endomorfismo tenga la expresion deaio

Para ello, primero, hacemos la sucesion de nudedss sucesivas potencias de
(A=)



Nuc(A —Al) O Nuc(d —r)? 0 Nuc(d—a)3 0.

En nuestro caso:

0 2 -2\x 0 1)(0
Nuc(A-A1)=45/0 1 -1)y|=|0|=(|0}||1
01 -1)\z 0 0)\1
0 0 0Yx 0
Nuc(A-A1)*={/0 0 0| y|=|0|=R
0 0 O\z 0

Buscamos un vectar que esté en Nua{Al)?, pero que no esté en NAe{l)

Por ejemplou =

= O O

Calculamos = (A—Al) u

0 2 -2Y0 -2
Ennuestrocaso=|0 1 -1(0|=| -1
01 -1)\1 -1

Comentario: El vector LINuc(A —Al)

En efecto, A—AlVv = (A=) (A=A)u=A-A)u=0

Nuc(A-l)?

Ahora debemos buscar un veatoque, junto corv, forme una base de NUc{Al)

Por ejemplo



Comentario: Vamos a ver en qué orden tenemos gé &s vectores de la base para
obtener la forma de Jordan que deseamos.

Comow y v pertenecen al NuB(—Al) se tiene que
(A-A)w =0 — Aw =w
(A-A)v=0 — Av =2\v

Ademas, tal como se ha definidp

(A=A)u=v — Au=v+iu
Si consideramos la baBe= {v, u, w}, en ese orden se tiene que
A 1 0
AV =)v = 0 Au=v+iu E’/‘ Aw =Aw > 0
0 0 A

Resulta, que en este caso, para esta matriz denJdadnatriz de pas®, que tiene por
columnas las coordenadas de los vectores de laebase

-2 01
P=-1 00
-1 10

La comprobacién de que, en efecta;P AP, la hacemos viendo la igualdad
equivalentd?J = AP. (De esta manera nos ahorramos calcular la ingersea matriz)

-2 0 1}y2 1 O -4 -2 2
PJ=|-1 0 0/|0 2 0|=|-2 -1 O
-1 1 00 0 2 -2 1 0

2 2 -2\(-2 01 -4 -2 2
AP=/0 3 -1/-1 0 O0|=|-2 -1 O
01 1) -110 -2 1 0
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(%il)

(%ol)

(%i2)

(%F02)

{%£i3)

(%F03)

{%i4d)
(%04)

(%$15)
(%05}

{%i8)
(%08)

{%19)
(£29)

(%110)
(%010)

(%111)

(%oll)

(%112)
(%012)

Acmatrix([2,2,-2]1,[0,3,-11,[0,1,1]);

2 2 -2
03 -1
a1 X

I:matrix{[1,0,01,[0,1,01,[0,0,11}~
i1 00

determinant (A-m*I) ;
{1—m}{3—-m)}+1)}{2—m)

charpoly{A,m} ;
H{l-m}{3-m)+1)}{2 -m)

factor {charpoly(a,m)) ;
~(m-2y’

solve {(charpoly(A,m)=0, m);
[m=2 ]

eigenvalues (&) ;

(21,0311

/* Butovalor, multiblicidad, base del autosspacio*/
eigenvectors (A} ;

(rr21,63717.,.00(1,0,07,70,1,177171

load({diag);
C:/PROGRA~1/MAXTMA~1 . 2/share/maxima/5.31.2/share/contrib/diag.mac
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(%122)
(Bo022)

(%124)

(%o024)

j:jordan{a);
[12.,2.:,1]11

J:dispJordan(j)
21 0

(%123)

(%023)

(%120}
(%020)

P:ModeMatrix (&, ]):
2 0 1

1 1 0

1 0 0O

is (J=p*"{-1) .A.B);
true



