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Ejemplo de aplicación del método de ortogonalización de GRAM-SCHMIDT 
 
Consideremos el espacio vectorial 𝒫!(𝑥) de los polinomios de grado menor o igual que 
dos definidos de en el intervalo [-1, 1].  
 
En este espacio vectorial consideramos la base  canónica  
 

B = { 𝑢"&&&&⃗ = 1,    𝑢!&&&&⃗ = 𝑥,    𝑢#&&&&⃗ = 𝑥! } 
 
En este espacio vectorial consideramos el producto escalar 
 

𝑓 · 𝑔 = - 𝑓(𝑥) · 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
"

$"
 

 
Comentario: Con este producto escalar, la base canónica no es ortiogonal. 
 

1) Calcular la matriz de Gram de este producto escalar referido a la base B 
 
Teniendo en cuenta que 
 
 

𝑢"&&&&⃗ · 𝑢"&&&&⃗ = ∫ 1 · 1	𝑑𝑥 = 2"
$"   

 

𝑢"&&&&⃗ · 𝑢!&&&&⃗ = - 1 · 𝑥	𝑑𝑥 = 0
"

$"
 

 

𝑢"&&&&⃗ · 𝑢#&&&&⃗ = - 1 · 𝑥!	𝑑𝑥 =
2
3

"

$"
 

 

𝑢!&&&&⃗ · 𝑢!&&&&⃗ = - 𝑥 · 𝑥	𝑑𝑥 =
2
3

"

$"
 

 

𝑢!&&&&⃗ · 𝑢#&&&&⃗ = - 𝑥 · 𝑥!	𝑑𝑥 = 0
"

$"
 

 

𝑢#&&&&⃗ · 𝑢#&&&&⃗ = - 𝑥! · 𝑥!𝑑𝑥 =
2
5

"

$"
 

 
Resulta que la matriz de Gram pedida es  
 

𝐺 = 6
2 0 !

"

0 !
" 0

!
"

0 !
#

7 
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2) Aplicar el método de ortogonalización de Gram-Schmidt para hallar una base 
ortogonal de 𝒫!(𝑥) a partir de la base B. 

 
• Cálculo de 𝑒"&&&⃗  

𝑒"&&&⃗ = 𝑢"&&&&⃗ = 1 
 

• Cálculo de 𝑒!&&&⃗  
 
 

𝑒!&&&⃗ = 𝑢!&&&&⃗ −
𝑢!&&&&⃗ · 𝑒"&&&⃗
𝑒"&&&⃗ · 𝑒"&&&⃗

𝑒"&&&⃗  

 
Teniendo en cuenta que  
 
𝑢!&&&&⃗ · 𝑒"&&&⃗ = ∫ 𝑥 · 1	𝑑𝑥 = 0"

$" = 
 

𝑒"&&&⃗ · 𝑒"&&&⃗ = - 1 · 1	𝑑𝑥 = 2
"

$"
 

 
Se tiene que 

𝑒!&&&⃗ = 𝑥 −
0
21 

 
𝑒!&&&⃗ = 𝑥 

 
 

• Cálculo de 𝑒#&&&⃗  
 
 

𝑒#&&&⃗ = 𝑢#&&&&⃗ −
𝑢#&&&&⃗ · 𝑒"&&&⃗
𝑒"&&&⃗ · 𝑒"&&&⃗

𝑒"&&&⃗ −
𝑢#&&&&⃗ · 𝑒!&&&⃗
𝑒!&&&⃗ · 𝑒!&&&⃗

𝑒!&&&⃗  

 
 
Teniendo en cuenta que  
 

𝑢#&&&&⃗ · 𝑒"&&&⃗ = - 𝑥! · 1	𝑑𝑥 =
2
3

"

$"
 

 

𝑒"&&&⃗ · 𝑒"&&&⃗ = - 1 · 1	𝑑𝑥 = 2
"

$"
 

 
𝑢#&&&&⃗ · 𝑒!&&&⃗ = ∫ 𝑥! · 𝑥	𝑑𝑥 = 0"

$" = 
 

𝑒!&&&⃗ · 𝑒!&&&⃗ = - 𝑥 · 𝑥	𝑑𝑥 =
"

$"

2
3 
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Se tiene que 
 

𝑒#&&&⃗ = 𝑥! −
!
#
2 1 −

0
!
"
𝑥 

 
𝑒#&&&⃗ = 𝑥! − "

#
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
A continuación, este ejemplo hecho con MAXIMA 
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3) Consideremos el espacio vectorial  𝐿![−1,1], de las funciones de cuadrado 

integrable definidas en el intervalo [-1, 1]. Hallar la proyección ortogonal de la 
función 𝑓(𝑥) = 𝑒% sobre el subespacio 𝑈 = 𝒫!(𝑥) con el producto escalar 
anterior.  

 
 
Recordando que  
 

𝑃𝑅𝑂𝑌&(𝑣⃗) = 𝑐"𝑒"&&&⃗ + 𝑐!𝑒!&&&⃗ + 𝑐"𝑒!&&&⃗  
 
En donde 
 

𝑐" =
𝑣⃗ · 𝑒"&&&⃗
𝑒"&&&⃗ · 𝑒"&&&⃗

 

 

𝑐! =
𝑣⃗ · 𝑒!&&&⃗
𝑒!&&&⃗ · 𝑒!&&&⃗

 

 

𝑐# =
𝑣⃗ · 𝑒#&&&⃗
𝑒#&&&⃗ · 𝑒#&&&⃗

 

 
En nuestro caso, teniendo en cuenta que  
 

𝑣⃗ · 𝑒"&&&⃗ = - 1𝑒%𝑑𝑥 = 𝑒 − "
'

"

$"
= 2,350402387 

 

𝑣⃗ · 𝑒!&&&⃗ = - 𝑥𝑒%𝑑𝑥 =
"

$"
0,735788823 

 

𝑣⃗ · 𝑒#&&&⃗ = - I𝑥! − "
#
J 𝑒%𝑑𝑥 =

"

$"
0,09541716017 

 
 

𝑒"&&&⃗ · 𝑒"&&&⃗ = - 1𝑑𝑥
"

$"
= 2 

 

𝑒!&&&⃗ · 𝑒!&&&⃗ = - 𝑥 · 𝑥𝑑𝑥
"

$"
= !

#
 

 

𝑒#&&&⃗ · 𝑒#&&&⃗ = - I𝑥! − "
#
J I𝑥! − "

#
J 𝑑𝑥

"

$"
=
8
45 

 
 
Con lo cual, 
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𝑐" =
𝑣⃗ · 𝑒"&&&⃗
𝑒"&&&⃗ · 𝑒"&&&⃗

=
2,350402387

2 = 1,175201194 

 

𝑐! =
𝑣⃗ · 𝑒!&&&⃗
𝑒!&&&⃗ · 𝑒!&&&⃗

=
0,735788823

!
"

1,103638324 

 

𝑐# =
𝑣⃗ · 𝑒#&&&⃗
𝑒#&&&⃗ · 𝑒#&&&⃗

=
0,09541716017

$
%#

= 0,536721526 

 
 
Así resulta que la proyección ortogonal de 𝑓(𝑥) = 𝑒% sobre 𝒫!(𝑥), el espacio de los 
polinomios de grado menor o igual de 2, en el intervalo [-1, 1] es  
 

𝑃𝑅𝑂𝑌&(𝑣⃗) = 𝑐"𝑒"&&&⃗ + 𝑐!𝑒!&&&⃗ + 𝑐"𝑒!&&&⃗  
 

𝑃𝑅𝑂𝑌(!(𝑒
%) = 1,175201194 + 1,103683235𝑥 + 0,536721526 I𝑥! − "

#
J = 

 
𝑃𝑅𝑂𝑌(!(𝑒

%) = 0,9962940183 + 1,103638324𝑥 + 0,536721526𝑥! 
 
Este sería el polinomio de grado menor o igual que 2 que “mejor” aproxima la función 
𝑓(𝑥) = 𝑒% en el intervalo [-1, 1]. 
 
 
A continuación seguimos con el ejemplo usando MAXIMA 
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Dibujamos la gráfica (que se muestra en una ventana aparte) 
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Ahora las dos gráficas juntas (el polinomio en azul y la exponencial en rojo) 
 
 

 
 


