PRODUCTO ESCALAR

Definicion

Una operacion
. VxV —>R

se dice que es un producto escalar, si V;,;,%GV y VA e€R, severifican las
propiedades:

l.uev=veu

2. (ﬂ)ogzi(;o;)

3. (;+;)0@:;OVV+;OVV

4. ueu>0

S.ueu=0cu=0

Un espacio vectorial con producto escalar definido sobre €l se llama ESPACIO
VECTORIAL EUCLIDEO

Comentario: La denominacion de Euclideo se reserva para los espacios de dimension
finita, como los que se estudian en este curso.
Comentario: El producto escalar es una forma bilineal, simétrica.

Ejemplos

1. En el espacio de los segmentos
orientados.

El producto escalar de dos vectores es el
producto de los modulos por el coseno del
angulo que forman.

xey =|xy|cos(x, )
(Motivacion: El trabajo que realiza una fuerza al hacer un desplazamiento)

2. En R?

(xlaxzaxs)'(%oyza%): XN T XY, +X3)5

3. En el espacio de las funciones continuas en el intervalo [a, b]
b
fog=[f()g)dx

Comentario: Este producto escalar es la generalizacion natural del ejemplo anterior.



Expresion analitica del producto escalar

Comentario: Por centrar ideas, consideraremos el espacio vectorial R?

Consideremos una base del espacio, B = {el,ez,ea }, de tal manera que se identifican los
vectores con sus coordenadas

Si

—

X=Xe tX,e+Xx;¢ Yy=E e ty,e+ e

Por las propiedades de linealidad del producto escalar, la expresion analitica del
producto escalar es

e®e ¢ e0e |
x'J/:(xl X, X3)e e e, 0e, e,%¢é |y,

e ¢ €06, €06 |\ Vs

e ¢6%¢ oG
Lamatriz G=|e,0e, e,%e, e, 0e |= (gy) se llama matriz de Gram

—_ — _ —  —

€;0¢ 606, 606

Cometario: La matriz de Gram es simétrica, los elementos de la diagonal son positivos,
y es definida positiva

Usando la notacidn matricial

xey=X'GY

Cambio de base

Supongamos un cambio de base con matriz de paso P de modo que
X =PX' Y=PY'
Entonces,
xey=X'GY = X" P'GPY'

y, por tanto,

G'= P'GP




Comentario: Eligiendo adecuadamente la base se puede conseguir que la matriz G sea
diagonal.

Comentario: Observar la diferencia que hay con esta la formula y la que usabamos en el
cambio de base en un endomorfismo.

Normas, distancias v angulos

El producto escalar permite calcular, normas, distancias y angulos

=
G-
b3)- i

Definicion

Se dice que dos vectores son orfogonales si su producto escalar es nulo
xl ;/ o xe )7 =0

Bases ortonormales

Definicion

Una base B = {91,62,63} se dice que es ortonormal si
e ee =e,0¢,=¢,0¢ =1

e ee,=¢ee,=e,0e, =0

Comentario: Respecto de una base ortonormal la matriz de Gram es la Identidad

e e eoe, eee,
G=|e,®e e,0e, e, ®e |=

—_— — —_ - —

S O =
oS == O
- o O

6,06 6&%¢ 606

Si B= {el,ez,es} es una base ortonormal, cualquier vector

—

X =xe +x,e +xe



Las coordenadas de x se obtienen multiplicadndolo escalarmente por los elementos de la
base

- —

- - = = xee,
x061=x161061:>x1=_. —
€ ®e
- —»_ —_ — _ x.ez
xoez—xzezoezzxi—:
6,06
- — - — xee,

X, =X.0,00 = X, = ===
e, 0e,
Algunas aplicaciones del producto escalar.

La geometria sobre las superficies se puede interpretar como métricas locales en el
plano tangente.

Se pueden aproximar funciones como superposicion de armoénicos (series de Fourier)
como proyeccion ortogonal de una funcion sobre el espacio de las funciones armonicas.



