Febrero 2018 B Ejercicio 5

Defina transformacién ortogonal y enuncie un ejemplo en R?

Ver la pagina 214 del Libro de teoria y siguientes

Se considera que el producto escalar de R" es el estandar de modo que X oY = XY

Definicion:
Una transformacion lineal 7: R® — R" se dice que es ortogonal si conserva el producto
escalar. Es decir, para todo par de vectores, x, y de R", se verifica que

Ix)-T(y)=x-y

Algunas propiedades de las transformaciones ortogonales, que se derivan directamente
de la definicion, son:

a) La transformacion 7 conserva, la norma, la distancia y los angulos.
b) La transformacion 7 transforma bases ortonormales en bases ortonormales.

Comentario: Por ejemplo, en el plano son transformaciones lineales que conservan
distancias y angulos: las simetrias respecto un eje que pasa por el origen, los giros de
centro en el origen, las simetrias respecto del origen (Caso particular de un giro. Una
simetria respecto a un punto es un giro de « radianes).

Hay transformaciones que conservan distancias y angulos que no son lineales, como por
ejemplo las transformaciones y las simetrias respecto de ejes que no pasan por el oriben
y giros que no tienen su centro en el origen).

Desde un punto de vista analitico,

La matriz 4 de una transformacion ortogonal se caracteriza por la propiedad
AAT=1,
A este tipo de matrices se las llama matrices ortogonales.
Comentario: AA” =1, es equivalente a decir que 47! = AT
Demostracion
Sea A4 la matriz de una transformacion ortogonal 7, entonces
XeoY =(AX)e(AY)=X"A"AY = X" (4" 4)Y
Paratodo X, Y, de donde 4 - AT=1,

Reciprocamente, si 4! = A7 resulta que

T(x) - T(y)= (AX) e (AY)=X"A"AY = X" (A" A)Y = X oY



Comentario: Como det(4) = det (47), Si 4 es una matriz ortogonal,
det (4-AT) = det(A4)-det(47) =det (4)* = det(]) = 1
Por consiguiente, det(4) = +1 o bien es det(4) =—1.

Cuando det(4) = +1 se dice que T conserva la orientacion y cuando det(4) = —1 se dice
que T no conserva la orientacion.

En R?, las transformaciones ortogonales pueden ser giros (que conservan la orientacion)
o simetrias axiales, que no conservan la orientacién

Giros:

T(e)= (— sin(a

cos( : “ez

\ - B ( cos(a

sin(a

Respecto de la base candnica B = {ei, e} las ecuaciones que nos dan las coordenadas
del vector transformado en funcion de las coordenadas del vector es:

Vi cosa —sina |\ x
Y, sinaa cosa ) x,
Comentario: Una aplicacion lineal estd determinada si se conocen los transformados de

una base. En la expresion analitica de una aplicacion lineal, las columnas de la matriz
asociada a la aplicacion son las coordenadas de los transformados de la base.

: Sy 1 0
Comentario: Un giro de angulo o = 0 es la identidad 4 = [O J

Un giro de angulo a = & es una simetria respecto del origen de coordenadas
-1 0

A=
0 -1

En una simetria axial, elegiendo la base de los autovectores B = { e'1, e"2}



E(l_l) 7 E(1) Resulta que la expresion matricial de la
. { ~T(e)) transformacion 7, es una matriz diagonal,
e en la que los términos de la diagonal son

los autovalores. Ya que

7 T(e1) = les

)t S T(e2) T(e2) = (—1)ez

Asi pues, respecto de la base B’ la matriz asociada a T es

10
A=
o

Comentario: Vamos a hacer un andlisis para ver cudl es la forma general de una
transformacion ortogonal de R?

Si la transformacion ortogonal 7" es de matriz

e

a G: 1 d -b . a:det(A)
d) det(A)\-c a -b

c=
det(A)

Como AT=47",

Distinguimos dos casos.

1) Cuando det(A4) = +1 (se conserva la orientacion)

A=[a bj cona’?+h*=1
-b a

Por tanto, existe un angulo a tal que

cosa -—sina
A=| .
sinad cosa

que es un giro de centro O y angulo o



2) Cuando det(4) =—1 (no se conserva la orientacion)

A:(a bJ cona’+h*=1
b —a

Por tanto, existe un angulo a tal que

cosa sina ]

A=\ .
sina  —cosa
Esta matriz representa una simetria axial de eje y = tan(%j

En este caso, el polinomio caracteristico de 4 es
p(A) =2 -1

y 4 tiene dos autovalores A =+1y A =—1.
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