Febrero B 2023 Ejercicio 5

5. (1 PUNTO) Estudiar si la aplicacién
(21, g, T3, T4) ® (Y1, Y2, Y3, Ya) = 102191 — Toys — TT3Ys — TTay3 + T3y3 + 2T4Y4

define o no un producto escalar en R*.

Respuesta

Supongamos que la expresion se tratase de un producto escalar. Intentemos escribir la
correspondiente Matriz de Gram respecto de la base candnica.

(1,0,0,0) - (1,0,0,0) = 10
(1,0,0,0) - (0,1,0,0) = 0
(1,0,0,0) - (0,0,1,0) = 0
(1,0,0,0) - (0,0,0,1) = 0

(0,1,0,0) - (1,0,0,0) = 0
(0,1,0,0) - (0,1,0,0) = —1
(0,1,0,0) - (0,0,1,0) = 0
(0,1,0,0) - (0,0,0,1) = 0

(0,0,1,0) - (1,0,0,0) = 0
(0,0,1,0) - (0,1,0,0) = 0
(0,0,1,0)-(0,0,1,0) = 1
(0,0,1,0) - (0,0,0,1) = —7

(0,0,0,1) - (1,0,0,0) = 0
(0,0,0,1) - (0,1,0,0) = 0
(0,0,0,1) - (0,0,1,0) = —7

(0,0,0,1) - (0,0,0,1) = 2

De este modo escribiremos la expresion (forma bilineal) de la derecha en notacion
matricial
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Si observamos que las matrices de Gram tienen que cumplir necesariamente las
propiedades:

1) Son simétricas. (Ya que el producto escalar es simétrico)

2) Los términos de la diagonal son positivos. (Ya que el producto escalar de un vector
por si mismo es una cantidad positiva).

3) Son formas cuadraticas definidas positivas.



Segun podemos apreciar hay algunas propiedades del producto escalar que NO se
cumplen. Por ejemplo,

(0,1,0,0) - (0,1,0,0) = —1

Comentario:
Definicidon

Una operacién
o:V'xV >R

se dice que es un producto escalar, si v&,&,@ eV y VYAeR, severifican las
propiedades:

1. I_/; 01: = ; o;

2. (Au)ev=A(uev)

3. (;4-;).;‘;:;.;;4-;.@

4, ;t o; >0

5. u0u=0cu=0

-

Un espacio vectorial con producto escalar definido sobre él se lama ESPACIO
VECTORIAL EUCLIDEO

Expresion analitica del producto escalar

Comentario: Por centrar ideas, consideraremos el espacio vectorial R®

Consideremos una base del espacio, B = {61,62,63 } de tal manera que se identifican los
vectores con sus coordenadas
Si

—_—

X=X X, +Xx;e YEne e+ yie

Por las propiedades de linealidad del producto escalar, la expresion analitica del
producto escalar es
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Lamatriz G=|e,0¢, e,0¢e, e,®e |= (gy) se llama matriz de Gram
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Cometario: La matriz de Gram es simétrica, los elementos de la diagonal son positivos,
y es definida positiva

Usando la notacion matricial

xey=X'GY



