Método de los minimos cuadrados

(Ver pagina 226 del libro de teoria)
Supongamos un sistenr = b, que no tiene solucién.

Por ejemplo, este es un sistema que no tiene éaluci

2x+3y=5 2 3 5
3X+2y=-2 3 2 (xj_ -2
<> - <>
5x+8y =9 5 8 \y 9
4x-y =10 4 -1 10
2 3 5
o Sleyf 2 12|72 o xg+yc, =B
5 8 9
4 -1 10

C; y C; son las columnas de la matrg,del sistema. No hay ningug, §) que
verifique la igualdad.

El problema de resolver el sisteda=b por el método de los minimos cuadrados
consiste en encontrar el veckgrque mejor aproxima una solucion del sistema, en el
sentido de que hace minima la distancia efltgey b .Es decir, se trata de encontrar el
valorxo que hace minimo

IAX — bl

X

En nuestro ejemplo, el problema consiste en hall\aeutor(
0

j gue haga que

A{X‘)J = X%C, +Y,C, = B (lo mas aproximado posible)

0

Obsérvese que el vector del primer miembro es am#bimacion lineal de las columnas
de la matrizA.

XOC1 +yoC2 D<C1’C2>
Asi pues, el problema de hallar la solucion dem@smos cuadrados se puede formular

como hallar el vectofxy contenido en el espacio generado por las coluamasjue
mejor aproxima al vectd.

En nuestro ejemplo, se trata de hallar el vegay, +y,C, 0(C,,C,) que mejor
aproxima al vectoB.

Teniendo en cuenta que la mejor aproximacion psolgeccion ortogonal



AXp

(ColA)

(C,..C,)

Hay que hallar el vectog tal que

Proyccoia> b = Axg
Lo que significa que el vectdb & Axp) es ortogonal a todas las columnas de la matriz
Es decir, el producto escalarlg@or cada una de las columnasAdes cero

C' - B-AX) =0

Todas estas igualdades escritas en una sola féeaula

A'(B- AX,)=0 (vector columna 0) < A'AX, = A'B

A estas ecuaciones se denomieeuraciones normales

En el ejemplo del principio, resulta esto

2 3 5
2 35 4\3 2|x) (235 4)-2
(328—1}5 S(yJ_(SZB—JQ

4 -1 10

2 3

La solucidon e = 191/106 = 1,80;y, = -55/318 = -0,17



En este ejemplo, el error cometido es

2 3 308 5 -192
3 2 506| [—-2 706
IAXo — bl = - = ==
5 8 0,17 764 9 - 136
4 -1 737) (10 - 263

= /(- 192 +(7.06) + (- 136 + (- 263 = 78



Archivoe Editar Celda Maxima Ecuaciones Algebra Analisis Simplificar  Graficos MNuménico  Ayuda

[

(Fil})

(%ol})

(%12}

(%02}

(%i3)

{503}

(%14}

(o4}

(%i5)

{505}

{%110)
{(%010)

E@deX D0 >ODI— @

A:matrix([2,31,[3,21,[5,8]1,[4,-11});
3 &

AT:transpose{A) ;

el s .
22 8 -1
AT.A;
54 48
48 78

AT.matrix([51,[-21,[921,[10]1);
89

T3

solve([54*x+48*y=09, 48*x+78%yv=731, [x,¥]) "~

151 22

{fleﬁs’yz 313}}

fleoat {%ob)
[[x=1_.80188679245283 , w=-0.17295597484277]]



Problema de ajustar una nube de puntos a una rectasando el método de los
minimos cuadrados(Gauss)

Comentario: Gauss utilizo el método de los minicwesdrados para ajustar la orbita de
Ceres a partir de unas cuantas observacioneyeakscir cuando y dénde podria
volver a observarse el planetoide.

Ejemplo (Ver pagina 234)

Imaginemos la nube de puntos del plano (2, 3RX45,1) y (7, 0,5).

Xi 2 4 5 7
Yi 3 2 1] 05

Evidentemente no hay una regta mx + b que pase por estos cuatro puntos. Es decir,
no hay valoresny b que verifiguen simultaneamente

2m+b=3 21 3
Am+b=2 4 1|m 2
<> =
5m+b=1 5 1\b 1
7m+b=05 7 1 05
Las ecuaciones normales
A'AX, = A'B
En este caso, las ecuaciones normales son
21 3
2 45 74 1(m) (2 45 7)2
111 1)5 1|\b) \1 11 1)1
7 1 05

94 18\m, (225
18 4)\h ) | 65
Si se despeja el vector de las incognitas
m,) (94 18)7(225) (-052
b,) (18 4)(65) | 396
Asi pues, la ecuacion de la recta de regresiontaaja a la nube de puntos es

y = 396- 052x



Comentario: Cuando se hace un enfoque analiticaa phcalculo de la recta de
regresion,y = mx + b, que ajusta una nube @& puntos {k, yi)}, se busca hallar el
minimo de la funciénkE(m, b), que es suma de los errores cuadraticos.

N N
E(mb) =3 "= (y, —mx -b)’
1 1
Los valores deny b que minimizargE(m, b), son las soluciones de las ecuaciones
aE N ) N N
1 1 1
N N
a—E=O — (Zx}m+Nb=Zyi
1 1

Como se puede ver, son las mismas que se hanabiamies por métodos algebraicos.
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load(lsquares) s

C:/PROGRA~1/MAXIMA~]1.2/share/maxima/5.31.2/share/lsquares/lsquares.mac

A:matrix([2,3]1,[4,21,[5,11,[7,0.51);

2 3
4 2
5 1
7 0.5
lsquares estimates (&, [x,y], y=m*=x+b, [m;bl):
[ 27 2 103}}

m=— ="

527 26

float (%)
[ [m=-0.519230769%23077 ,b=3.961538461538462 ] ]
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7 (%120) wxplot2d{[discrete,a,bl, [style, [points]] }:
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¥ (%i24) wxplot2d([-0.52*%x+3.961, [x,2,7] );
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(%033)

I (%133) wxplotZ2d([[discrete,a,bl,-0.52*x+3.961, [x,1,8]1, [style, [points], [linesll):




Solucién del problema de los minimos cuadrados a ga de la factorizacion QR

RecordatorioFactorizacion QR

Supongamos que la matAzesta factorizada

A=QR
DondeQ es la matriz ortonormal que se obtiene aplicahgooeeso de Gram-Schmidt
a las columnas de la matéz

Las columnas de la mati@2 forman una base ortonormal. Por ta@®) = 1. O lo que
es lo mismaQ' =Q™*

La matrizR es una matriz triangular superior, con elements#tipos en la diagonal.

A=QR -» R=Q'A —» R=QA

Supongamos que el sistema que hay que resolvet partodo de los minimos
cuadrados es

AX=B
Supongamo# = QR es su factorizacioQR

Las ecuaciones normales son

AAX = AB — RQQRX=RQB — RRX=RQB —




