Método de ortogonalizacién de Gram-Schmidt

(Ver pagina 208 del libro de teoria)

Para simplificar, usaremos como referencia un éspactorial de tres dimensiones.

Supongamos un espacio vectonigly en él una basB = {ﬁl,az,as}. Nuestro objetivo

es, a partir de esta base, construir otra baseanBév{él,éz,és}, gue sea ortogonal y
que, ademas, cumpla
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- Construccién de

Es inmediato que

- Construcciéon de

En primer lugar, el vectoe:, que buscamos, tiene que ser combinacion lineabge
dee:. Por consiguienteg; es de la forma

e =U2+Aer

Como queremos que la ba®esea ortogonal, determinamos el valoigera que se
cumpla quee; * &1 = 0. Es decir
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(az+/1_é1)06120 <~ azo_él+/1(eloel):o > A:—»z.?l
SN
En definitiva,
-éz =Gz—u2.elé1
€°6




- Construccién des

En primer lugar, el vectoes, que buscamos, tiene que ser combinacion linegede
€2, Us}. Por consiguientegs es de la forma

€ =Us tae + fe;

Como queremos que la b&8esea ortogonal, determinamos el valondeel valor de
B para que se cumpla qees et =0 y quees*e; =0.

La primera condiciongs & =0, nos permite determinar
Us+ae+pe)ra=0 o Uea+alaa)rple-a)=0

Teniendo en cuenta qlise ce =0, despejandao, resulta
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La segunda condiciores* e2 =0, nos permite determin@r

a =

(ag+aél+,3éz)'% =0 © wee+ale-e)+pe-e)=0

Teniendo en cuenta Ql;}?,' e =0, despejand@
Uz €2

p=-as

(SRS

En definitiva, sustituyenda y  por los valores que acabamos de hallar

€ - Use® €2~
—€6 ———=©&
(S (S7R S

€ =Us —

Como se puede observar, el método que hemos désdores constructivo. Para
dimensiones mayores que tres la regla de formagquede generalizar facilmente

_up.eZ _Up'ep—l*
= = pr—l
(SR S) €p-1°® €p




A partir de esta base ortogonal, se puede consegaibasertonormal simplemente
normalizando los vectores de la base.
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{%$11) load({eigen});
{(%0l} C:/PROGRA~1/MAXTMA~1.2/share/maxima/5.31.2/share/matrix/eigen.mac

3 ($i2) A:matrix([1,0,1]1,[1,1,01,[0,0,21)"
101

{(%cZ2) |1 1 0

" (2i5) gramschmidt (A);

1 1 2
(%05) [(f1,0,1], Ig,l,——l, f—;

2 2”
2 Y37 3

A continuaciéon veremos dos aplicaciones del méttmortogonalizacion de Gram-
Schmidt

1) Para hallar la proyeccién ortogonal

2) Para hacer la factorizaciQR



Proyeccion ortogonal de un vecton sobre un subespacitJ

(Ver pagina 210 del libro de teoria)

Buscamos el vectan U que es la proyeccion ortogonal desobreU. ¢ Como hacer?

1°) Se construye una base ortogondUdeilizando el método de ortogonalizacion de
Gram-Schmidt.

i oo SRR o )

2°) De este modo se puede expresar el vector bmyseadomo una combinacion lineal
de una base ortogonal

ProyJ(\7) =u =Clé1 ..+ cnén

En donde los coeficientes, tiene este valor
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La demostracion de esto, se obtiene del hechodequector(Q—ﬁ) es ortogonal a
todos los vetores dg. En particular, valen cero los productos escaldee{Q—G) por
cada uno de los elementas, de la base ortogonal tik

(\7—5)°é =veg-U*g=0 <« Vveg=uU°*g



Si en la expresion anterior sustituimopor su desarrolloy = c,e; +...+C,en, resulta

-

veg =(ca+.tcen)o

Teniendo en cuenta que la bdBe {élén} es una base ortogonal y que
e éj =0cuanda #j, al desarrollar el paréntesis del segundo miersbranulan todos

los términos menos uno.
veg =cle-a)
Despejando el coeficientg se obtiene lo que queriamos demostrar
vee

C =——=
SRAC

Cometario: Estos coeficientes se llaman “Coefieismte Fourier”.



Factorizacion OR

Dada una matriZA, la factorizaciéon

consiste en lo siguiente:

Q es la matriz ortonormal que se obtiene aplicahgooeeso de Gram-Schmidt a las
columnas de la matrix.

Las columnas de la matr@z forman una base ortonormal. Por ta@®) = 1.
La matrizR es una matriz triangular superior, con elementa#tipos en la diagonal.

R=QA



RECORDATORIO

Proyeccion ortogonal

Supongamos que estamos en un espacio euckid8ealU [1 E un subespacio
vectorial.

Se define el espacio ortogonalldeque se representd”,

u- :{QD E tal quexe u =0, para todou DU}
Algunas propiedades de los espacios otogonales son:

1) Un subespacio y su subesespacio ortogonalesoaubespacios suplementarios
E=UuOuU”

Lo que significa que cualquier vectgf] E se descompone de manera Unica como
suma de dos vectores, uoplU y otro dew, OU "

—_

X = U, +W,

El vectoru, OU se dice gue es la proyeccion xlesobreU.
El vectorv, JU" se dice que es la proyeccion xlesobreU "

O

2) (U°)f =u

3) La proyeccic')rﬁo OU de un vectorx sobreU es el vector del gque esta a una
distancia menor de&. Es decir,

Hx— UOH < Hx— u” Para toda JU

La demostracion de esta propiedad es una conseauti¢eorema de Pitadgoras
Teorema de Pitdgoras: 8iy b son dos vectores ortogonales, entonces
- |2 —||2 —||2
g =4 A
Demostraciéon del teorema de Pitagoras:
Basta tener en cuenta que

(5+B)- (5+5): (5- §)+ (B- B)+ 2(5- 5)

Como los vectores = (?(-Go) y b= (ﬁo —G) son perpendiculares, por el teorema de
Pitagoras
[x=ul]” =[x =] +uo =t 2 Jx - ||



