Febrero 2018 A problema b)

Se pide:

a) Calcular el subespacio V de R* de todos los vectores que son ortogonales a (0, 1, —1,4)
y (2,1,1,0) (0.5 ptos.). Hallar el subespacio V+ c R*, ortogonal a V' (0.5 ptos.).

b) Hallar una base en la que la forma cuadrética
Q(z1, 22, 73) = 77 + 273 + 47573 + 275
se exprese en forma canénica (sélo tiene términos cuadrados) (1 pto.).

c) Explicar la factorizacion LU para matrices regulares (0.5 ptos.) y enunciar una
aplicacion (0.5 ptos.).

Respuesta

La expresion matricial de la forma cuadratica Q: R> — R

Q(x,y,z)zx2 +2y2 +4yz+2z2 =(x y z
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Método 1. Método de completar cuadrados

En este caso es bastante sencillo utilizar el método de completar cuadrados.

O(x,y,2)=x"+2y" +dyz+2z2° = 2(y2 +2yz)+x2 +22° =
= 2[()/+z)2 —22]+x2 +22° =
= 2(y+z)2 +x7 = x" 42y =

1 0 0)x'
=(x' y )0 2 0f)
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Si se hace el cambio

x'=x x' 1 0 O0)«x X 1 0 O0)x
y=y+z = [ y'|=[0 1 1|y| — |y|=]/0 1 —-1])
Z'=z z' 0 0 1)z z 0O 0 1\Z

Con lo cual, la matriz de paso (que tiene como columnas los vectores de la nueva base)
es



Cometrario: La forma cuadratica Q es semidefinida positiva. Su valor es siempre mayor
o igual que cero. Los términos de la diagonal son dos positivos y uno cero.

Comprobamos que A4'= P" AP

Asi pues, una base respecto de la cual la forma cuadratica Q tiene una forma canonica
(suma de cuadrados puros) es

Métodod.. Diagonalizar mediante el cambio de una base ortonormal

Buscaremos una matriz de paso ortonormal, de modo que P’ = P', usando la técnica
de los autovalores.

Dada la matriz 4 =
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Polinomio caracteristico:

p(m)=det(Ad—ml)=detf 0 2-m 2 |=
0 2 2—-m

=—m’ +5m’ —4m = —m(m* —Sm+4) = —m(m —1)(m—4)

Autovalores:
m=4, m=1y m=0

La forma canonica tiene en su diagonal los autovalores
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Autoespacios:

0\ x 0
x=0
E@4)=4y talque 2 |y|=|0 —>{
-y+z=0
-2\ z 0
0 0
Ol s
0 0 O0)x 0
y+2z=0
EM)=1<|y talque 01 2|y|=|0]y — —
2y+2z=0
0 2 z
X 1 0 O0Y)x 0
x=0
EQ0)=1s|y|talque |0 2 2| y|[=|0 —>{
y+z=0
z 0 2 z 0
0 0
~1 L
V2

Respecto de la base

La matriz de paso ortonormal tal que es P’ = P

0O 1 O
P=|L 0 L
1 1
V2 2

Comprobacién A'= P AP
0%%100010 4 0 O
10 0022+ 0 % |=[o10
0%—%022%0—% 0 0 O

Comentario: Se verifica el teorema de inercia de Sylvester



