FORMAS CUADRATICAS

Comentario: Vamos a estudiar los polinomios de@ub, en varias variables,
utilizando las técnicas del Algebra lineal.

Comentario: Para simplificar las expresiones, mwdraremos en el espadd
Definicion

Unaforma cuadraticaes una aplicacié@: R* -~ R que viene dada por una expresion
de la forma (polinomio sdélo con términos de grads)d

Q(x,y,2) :6111)(2 + azzy2 + aeszz +2a,,Xy + 2a,,Xz+ 2a,,y7

Esta expresion se puede escribir utilizando unaizrgitnétrica asi

&, Q, Q3| X
QxY.2=(x y z)a, a, a,|y
Q3 A3 aAp)\Z
Con notacion matricial
Qlx)= x"Ax

Ejemplo:

Q(X, Y,2) = X* —3y” + 6Xy + 2xZ

1 3 1Y X
Qxvy,2=(x y z}3 -3 0y
1 0 O0O)\z

Efectos del cambio de base
Si enR® hacemos un cambio de base con una matriz defpaomodo quexX = PX'
Resulta que
Qlx)= xTAx = X PTAPX
Con lo cual, respecto de la nueva base, la magrla tbrma cuadratica es

A'=PTAP



Comentario: Comparar el efecto del cambio de bada matriz de una forma
cuadratica con el efecto del cambio de base eratdzde un endomorfismo.

Si A es la matriz de un endomorfisma:= P*AP
Si A es la matriz de una forma cuadratidé= P' AF

Comentario: Dos matrices de una misma forma cuadrah diferentes bases, estan
relacionadas por la igualdadi= PT AP, dondeP es una matriz regular.

A estas matrices asi relacionadas se llanoagruentes

Diagonalizacién de una forma cuadratica

Mediante un cambio de base adecuado, se puedegoangee en la expresion de una
forma cuadratica desaparezcan los “términos cri&adaedando sélo como una suma
de términos “cuadrados puros”.

Hay varias formas de hacer esto. Una de ellaslemuel método de Gauss de
completar cuadrados

Ejemplo:

Q(X,y) = 2x* —6xy+ y* = 2x* +(y—3x)* —9x® = —-7x* +(y —3x)* = -7x?+y”

Haciendo el cambio de variable
X'=X XV (1 0)x x) (1 0)x
y'=y-3X y' -3 1 y y 31 y'
. . 10
La matriz del cambio de base Bs= [3 1}
Comprobamos qué'= P" AP
1 32 -3Y1 0) (-7 0
0 1\-3 1)3 1) {0 1
Comentario: La forma diagonal de una forma cuachaio es unica.

Diagonalizacidon mediante un cambio de base ortoalorm

Si buscamos un cambio de base ortonormal, de megl® = P, podemos aplicar la
teria desarrollada cuando se estudio la diagor#izale endomorfismos.

Asi, resulta que referido a una base formada oalbovectores (normalizados)Ale
la forma cuadratica tiene una expresion diagonad,tggne en la diagonal los
autovalores dé.



En el ejemplo anterior,

2 _
QUx,y) =2 = bxy+y* = x y)(-s 1]@

Los autovalores d& son las raices del polinomio caracteristico

3+4/37 3-
2

~ 45414 m, =

m

m’-3m-7=0 — m = =-15414

2

Comentario: (Ver pagina 222 del libro de texto) barices simétricas siempre se
pueden diagonalizar respecto a una base ortonalenadctores propios.

0
Una de las formas reducida de esta forma cuadedipaies A'= (ml ] .

2

Teorema de inercia de Silvestre

Si A1 y Az son dos matrices diagonales asociadas a la faradr&@ticaQ en distintas
bases, el nimero de elementos positivos y el nideslementos negativos Anes el
mismo que er\,, independientemente de las bases utilizadas.

Comentario: Observar que en los ejemplos anterlariessma cuadrética tenia dos
formas reducidas diferentes, pero en ambas unasdeddmentos de la diagonal era
positivo y el otro negativo.

Definicion:

Se llamarangode una forma cuadratica al rango de la matriziadac
rangQ) =rang f)

Se llamasignaturade una forma cuadrética al nimero de términogiposino nulos de
de su forma diagonal asociada.

Ejemplo

13
Q(x, ) = X* +6xy+9y* = (x y)(s 9]®J

Una de las posibles formas diagonaleQds la que se obtiene hallando los
autovalores dé.

Las raices del polinomio caracteristico son

m>-10m=0 — my =0 m, = 10



Para esta forma cuadratica, la forma diagonal iddies:

0 10y

y rangQ) =1y sigQ) =1

El rango y la signatura de una forma cuadraticarsaariantes no dependen de la base
de referencia.

Clasificacion de formas cuadraticas

Dada una forma cuadratic@: R" - R

Defin — — .

pgslirt]il\(j: Q(x): XTAX>0, 0Oxz0 | rangQ)=sigQ) =n | Q(x,y) =x*+6y*
efini S - .

Ser;:‘)fiﬁ\;glda Q))=x"Ax=z0, Ox | rangQ) =sigQ) <n Q(xy) =3x°
Definida MRV N rang@) =n v gl
negativa | Q)= XTAX <0, Ox#0 ey | ey =4 -5y

Semidefinidal ~f=}_ o1 ~ rangQ) <n _
negativa Ql)=x"ax<0,  0Ox sigQ) = 0 Q(xy) = -5y

ini % % - Olx ” rangQ) # sig@Q) Cay?
Indefinida | [, x,: Q(x1)< Oy Q(x2)> 0 sig(Q)+ 0 Q(x,y) = 3x* -5y?

Comentario: Clasificar las formas cuadraticas esy nmaportante porque en las
funciones reales de varias variables, lo que hbpepel de la segunda derivada es una
forma cuadréatica.

En las funciones de una variable el signo de lars#g derivada sirve para discernir si
los puntos criticos son maximos, minimos o punwsndlexién. En las funciones de
varias variables el signo de una forma cuadratefinel la naturaleza de los puntos
criticos que anulan el gradiente y permite de@dgon maximos, minimos o puntos de
silla.

Segun hemos visto, una de las formas de clasifaranas cuadraticas es hallar los
autovalores de su matriz y ver si

- todos los autovalores son positivos (definidsitpa)

- todos los autovalores son positivos, salvo algymes cero (semidefinida positiva)
- todos los autovalores son negativos (definidaties)

- todos los autovalores son negativos, salvo algueoes cero (semidefinida negativa)

- algun autovalor es positivo y algan autovalonegativo (indefinida)




Ver pagina 269 del libro de texto

Ejemplo:

Q(x,y) = 2x* +3xy+6y* = (x y)@ ;)( X]

N

El polinomio caracteristico es:
m* —8m+ 32

Los autovalores som =2 y m, =4
Como ambos son positivos se trata de una forma&tical definida positva.
Ejemplo:

1 0O
QX y,2) =x*+2y*+4yz+222=(x y zJ0 2 2
0 2 2

N < X

El polinomio caracteristico es
-m® +5m° +4m = -m(m-1)(m-4)
Los autovalores somy = 0,my = 1ym, =4

Todos los autovalores son positivos, salvo algwreeas cero. Por tanto, es una forma
cuadratica semidefinida positiva.

Ejemplo:
3 1 1)x
Q(x,y,z):3x2+2xy+2xz+4yz=(x y zJ1 0 2|y
1 2 0O)\z

El polinomio caracteristico es
-m® +3m’ +6m-8=—-(m+ 2)(m-1)(m-4)
Los autovalores somy =-2,mp,=1ym,=4

Algunos autovalores son positivos y algunos soratinags. Por tanto, es una forma
cuadrética indefinida.

Comentario: Los resultados anteriores se puedetiiciar dando algunos valores
particulares. Por ejemplo, en este Ultimo caso pmadecomprobar que

QO =4yQ@O-1)=-4



Criterio de Silvester para clasificar formas cufidas

Es un criterio que permite clasificar r@pidamenta forma cuadratica, sin necesidad de
calcular los autovalores

8, a, a
SeaA=|a, &, ay
Q3 8y g

Consideremos las submatrices que se obtienen ardplla esquina de arriba a la
izquierda.

A1:a11

A, = de(aﬂ au]
a,
&; &, a5

A;=deta, a, a,
Q3 By G

Criterio de Silvestre para la forma cuadrat@aR® — R, con matriz asociada

Definida positiva

A, >0,A,>0,A,>0

Semidefinida positiva

A,=0,0,20 A, =0

Definida negativa

A/ <0,A,>0,A,<0

Semidefinida negativa

A <0,A,=0,A,=0

Comentario: Para recordar el significado del aotbasta pensar el caso de que la

matriz A sea diagonal.

Ejemplo:

w N

Q(x,y) = 2X° +3xy+6y” = (x y)(_ gj( yj

A1:6‘11:2>0

2 3
A, :de(ail a“j:de(3 2]:%>0
&, 2 6

Es definida positiva



QX y,2) =X’ +2y* +4yz+2Z% =(x y z

Ay,
A, =det a,

A3

a,
Az
A

A3
A3
g3

1 00

0 2

Es semidefinida positiva

Ejemplo:

Q(X, y,z):3x2+2xy+2xz+4yz:(x y z

Ay,
A, =det a,

A3

Es indefinida

2

=det0 2 2|=0

)

o O
N N O

N O B

N N O

o N P

N < X

N < X



